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Kurzfassung
Ru¨ckstreuung ist der dominierende Prozess bei der Doppelionisation von Atomen und Mo-
leku¨len in linear polarisierten Laserfeldern mit Wellenla¨ngen um 800 nm und Intensita¨ten im Be-
reich von 1014 bis 1015 W/cm2. Anhand der numerischen Lo¨sung der Zwei-Elektronen-Schro¨din-
gergleichung fu¨r das Wasserstoffmoleku¨l in geeigneten reduzierten Dimensionen wurden die kor-
relierte Emission zweier Elektronen und die Anregung nebst anschließender Feldionisation nach
der Ru¨ckstreuung als Mechanismen der Doppelionisation identifiziert und charakterisiert. Mit
Hilfe des Modells eines planaren Wasserstoffmoleku¨ls in reduzierten Dimensionen wurden diese
beiden Mechanismen bei zwei verschiedenen Ausrichtungen des Moleku¨ls relativ zur Polarisati-
onsachse quantitativ verglichen. Zwei weitere Mechanismen, die ebenfalls auf die Ru¨ckstreuung
zuru¨ckzufu¨hren sind, konnten ebenfalls identifiziert werden.
Abstract
Rescattering is the dominant process leading to double ionization in atoms and molecules
interacting with linearly polarized laser pulses with wavelengths around 800 nm and in an inten-
sity regime of 1014 to 1015 W/cm2. Using numerical integrations of the two-electron Schro¨dinger
equation of the Hydrogen molecule in appropriate reduced dimensions two mechanisms, namely
correlated emission of the electrons and excitation followed by field ionization after rescattering,
could be identified and characterized. With the help of a planar model in reduced dimensions
these mechanisms were quantitatively compared by their dependence on the molecular alignment
with respect to the polarization axis. Two additional mechanisms, which are also related to
rescattering, could be identified as well.
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1 Einleitung
Das Versta¨ndnis der Wechselwirkung von Materie mit Licht ist seit Beginn des letzten Jahr-
hunderts eines der Schwerpunktthemen der Forschung in der Physik. Einen Meilenstein setzte
Albert Einstein mit seinem bahnbrechenden Werk u¨ber den Photoeffekt [1]. Bei diesem Prozess
wird ein gebundenes Elektron in das Kontinuum freigesetzt, indem es genau ein Photon der
Energie Eω
Eω = h¯ω (1.1)
absorbiert. ω ist die Frequenz des Lichts und h¯ das Plancksche Wirkungsquantum. Einstein
sprach von Licht als kleinen Partikeln. Das stand damals im krassen Gegensatz zur Maxwellschen
Beschreibung von Licht als elektromagnetischer Welle. Experimentell wurde jedoch gezeigt, dass
das Auftreten des Photoeffekts und die kinetische Energie Ekin des freigesetzten Elektrons von
der Frequenz und nicht von der Intensita¨t des Lichts abha¨ngt und zwar nach der einfachen
Relation
Ekin = h¯ω − Ip, (1.2)
wobei Ip die Bindungsenergie des Elektrons bezeichnet. Fu¨r unterschiedliche Pha¨nomene ist die
Beschreibung des Lichts entweder als Welle oder als Teilchen sinnvoll, was den beru¨hmten Begriff
des Welle-Teilchen-Dualismus nach sich zog.
Maria Go¨ppert-Mayer sagte 1931 voraus, dass Ionisation auch dann mo¨glich ist, wenn die
Energie eines einzelnen absorbierten Photons geringer, die Summenenergie zweier Photonen aber
gro¨ßer als die Bindungsenergie ist [2]. Sie postulierte, dass sich das System nach der Absorption
eines Photons in einem virtuellen Zustand mit sehr kurzer Lebensdauer befindet. Wenn innerhalb
der Lebensdauer ein weiteres Photon absorbiert wird, ist Ionisation mo¨glich. Jedoch konnten
erst nach 1950 Ionisation und elektronische U¨berga¨nge durch Absorption mehrerer Photonen
mit verschiedenen Lichtquellen experimentell nachgewiesen werden [3–6].
Die Schwierigkeit, Elektronen aus elementaren Strukturen wie Atomen durch die Absorption
von mehr als einem Photon zu ionisieren, ist in der hohen Bindungsenergie begru¨ndet. Das
elektrische Feld E, das von Elektron und Proton im Grundzustand des Wasserstoffatoms erzeugt
wird, ist
E =
e
4πǫ0r2
≈ 5.14× 109 V
cm
= 1 a.u. (1.3)
ǫ0 bezeichnet die Dielektrizita¨tskonstante des Vakuums, e die Elementarladung und r den Bohr-
schen Radius. Mit der Entwicklung und stetigen Verbesserung der Lasertechnologie ist es nun-
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mehr mo¨glich, solche Feldsta¨rken zu erreichen. Dazu wird der Laserstrahl entlang der Strahl-
richtung fokussiert und die Pulsdauer soweit wie mo¨glich verku¨rzt. Inzwischen ko¨nnen so Laser-
pulse von nur einigen Femtosekunden (1 fs=10−15 s) La¨nge generiert und experimentell kontrol-
liert werden [7–9]. Diese Pulse haben noch einen weiteren Vorteil. Durch die geringe Pulsdauer
und der Annahme, dass die ho¨chsten Intensita¨ten etwa in der Pulsmitte erreicht werden, liegt
die Wechselwirkungszeit mit dem atomaren oder molekularen System im Attosekundenbereich
(1 as=10−18 s). Diese Zeit ist ku¨rzer als alle Vibrationsperioden der Kerne und Rotationsperi-
oden von Moleku¨len (siehe Anhang B). Somit kann ein Moleku¨l so schnell ionisiert werden, dass
die Bewegung der Kerne in dieser Zeit vernachla¨ssigbar ist. Durch die Messung von Orten und
Flugzeiten der Fragmente kann dann der urspru¨ngliche Zustand des Systems vor der Ionisation
rekonstruiert werden [10,11].
Die Mo¨glichkeit der Erzeugung sehr kurzer intensiver Laserpulse fu¨hrte zur Entdeckung neu-
er Pha¨nomene, die durch die Eigenschaft der Absorption vieler Photonen in sehr kurzer Zeit
begru¨ndet sind. Die bekanntesten sind Above-Threshold Ionization (ATI) [12] und die Erzeu-
gung Hoher Harmonischer (HHG, High Harmonic Generation) [13]. Above-Threshold Ionization
bedeutet, dass ein Atom mehr Photonen absorbiert, als zur Ionisation no¨tig sind. Dieser Ef-
fekt resultiert im Energiespektrum der freien Elektronen in einer Reihe von Maxima, die einen
Abstand der Energie h¯ω eines Photons haben. Bei der Erzeugung Hoher Harmonischer rekombi-
niert ein emittiertes Elektron wieder mit dem Ion unter Aussendung eines Photons der Energie
Nh¯ω, wobei N die Zahl der absorbierten Photonen bezeichnet. In Experimenten konnten Hohe
Harmonische bis zur Ordnung N = 300 nachgewiesen werden [14, 15]. Die Erzeugung Hoher
Harmonischer ist daru¨ber hinaus eine Methode zur Erzeugung von Attosekundenpulsen.
Ionisation von Moleku¨len unterscheidet sich in mehreren Punkten von der Ionisation von
Atomen. Moleku¨le bestehen aus zwei oder mehr Kernen, wodurch die Elektronendichtevertei-
lung in der Regel keine Kugelsymmetrie besitzt. Die unterschiedlichen Symmetrien der Orbitale
fu¨hren zu einer Abha¨ngigkeit der Ionisationswahrscheinlichkeit von der molekularen Ausrichtung
im Laserfeld [16,17] und der Unterdru¨ckung der Ionisation im Vergleich zu Atomen gleichen Io-
nisationspotentials [18,19]. Daru¨ber hinaus kann Ionisation bei gro¨ßeren Kernabsta¨nden erho¨ht
sein [20,21].
Moleku¨le ko¨nnen durch Wechselwirkung mit intensiven Laserfeldern nicht nur ionisiert wer-
den sondern auch dissoziieren. Die elektronischen Zusta¨nde sind in einem intensiven Laserfeld
im Vergleich zum feldfreien Fall modifiziert. Mit Hilfe des Floquetbildes [22] lassen sich eine
Reihe von Dissoziationsmechanismen anschaulich erla¨utern, z.B. Bond-Softening [23,24], Above-
Threshold Dissociation (ATD) [24–26], Below-Threshold Dissociation (BTD) [27, 28] oder Dis-
soziation ohne Absorption von Photonen (ZPD, Zero-Photon Dissociation) [29,30].
Wa¨hrend sich die Einfachionisation anhand der Wechselwirkung mit einem aktiven Elek-
tron (single-active-electron-Na¨herung [31–33]) im Atom oder Moleku¨l relativ genau beschreiben
la¨sst, versagen entsprechende Modelle in der Regel bei der Reproduktion von experimentellen
Ergebnissen zur Doppel- und Mehrfachionisation. Bei Messungen an Edelgasatomen in line-
ar polarisierten Laserfeldern erhielt man Doppelionisationswahrscheinlichkeiten, die jene, die
bei sequentieller Ionisation erwartet wurden, um mehrere Gro¨ßenordnungen u¨bertrafen [34–38].
Bei sequentieller Doppelionisation finden die beiden Ionisationsschritte unabha¨ngig voneinander
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nacheinander statt. Es ist demzufolge unbedingt notwendig, Elektron-Elektron-Wechselwirkung
in die theoretischen Modelle zur Doppel- und Mehrfachionisation einfließen zu lassen.
Zur vollsta¨ndigen theoretischen Beschreibung von zeitabha¨ngigen Zwei-Elektronen-Prozessen
muss eine Schro¨dingergleichung in sechs Raum- und einer Zeitdimension gelo¨st werden, was
derzeit fu¨r die Wechselwirkung mit intensiven Laserfeldern und typischen Parametern (Wel-
lenla¨nge um 800 nm und Intensita¨t um 1014 W/cm2) weit jenseits der computertechnischen
Umsetzbarkeit liegt. Zur Beschreibung der nichtsequentiellen Doppelionisation in Atomen gab
es im Laufe der Zeit eine Reihe von theoretischen Modellen, die zumindest einige experimen-
telle Beobachtungen korrekt reproduzieren konnten. Dazu za¨hlen die numerische Lo¨sung der
Schro¨dingergleichung in reduzierten Dimensionen, wobei die Bewegung beider Elektronen in die
Richtung der Polarisationsachse des Lasers beschra¨nkt wurde [39–46], die Lo¨sung der vollen elek-
tronischen Schro¨dingergleichung, allerdings fu¨r ku¨rzere Wellenla¨ngen (bis etwa 400 nm) [47–51],
S-Matrix-Rechnungen [52–58], klassische Monte-Carlo-Simulationen [59], sowie Dichtefunktio-
nalrechnungen [60–62]. Nichtsdestotrotz war die Identifizierung des Mechanismus der Doppelio-
nisation lange Zeit Gegenstand kontroverser Diskussionen. Einige Modelle seien hier genannt.
Beim Shake-Off-Prozess [34, 63] wird ein Elektron durch Wechselwirkung mit dem Laserfeld
so schnell emittiert, dass das andere aus dem Ion herausgeschu¨ttelt wird. Hingegen wechsel-
wirkt das hinausgehende Elektron beim Kick-Out-Prozess [64, 65] wa¨hrend des Verlassens des
Atoms mit dem zweiten, so dass beide gleichzeitig emittiert werden. Letztendlich hat sich aber
das Ru¨ckstreumodell [66–68] bei der Wechselwirkung mit linear polarisierten Laserfeldern mit
Ti:Sapphire-Wellenla¨ngen (ca. 800 nm) und mittleren Intensita¨ten (1014 bis 1015 W/cm2) zur
Erkla¨rung der Doppelionisationswahrscheinlichkeiten etabliert. Hierbei wird zuna¨chst ein Elek-
tron emittiert, danach durch das Laserfeld zuna¨chst vom Ion weg- und anschließend wieder zu
diesem zuru¨ckgetrieben, wo es das verbleibende Elektron herausschlagen kann. Spa¨ter wurde
auch die Anregung des zweiten Elektrons mit anschließender Feldionisation in Betracht gezogen.
Dieser Prozess heißt RESI (Recollision-Excitation with Subsequent Field Ionization) [58,69,70].
Moleku¨lspezifische Aspekte der Doppelionisation wurden allerdings bisher nur wenig unter-
sucht. Zeidler et al. [71] beobachteten im Experiment Unterschiede bei der Doppelionisations-
ausbeute von N2 bei Ausrichtung der Moleku¨lachse parallel bzw. senkrecht zur Polarisations-
achse. Eremina et al. [72] fu¨hrten Unterschiede der Impulsverteilungen von N2 und O2 auf die
Symmetrie der molekularen Orbitale zuru¨ck. Bisherige theoretische Modelle liefern unterschied-
liche Ergebnisse. Numerische Lo¨sungen der Schro¨dingergleichung in reduzierten Dimensionen
erbrachten keine signifikanten Unterschiede der Doppelionisationswahrscheinlichkeiten bei ver-
schiedenen Ausrichtungen [73], S-Matrix-Rechnungen [74] und semiklassische Modelle [75, 76]
hingegen zeigten deutliche Unterschiede in U¨bereinstimmung mit Experimenten.
Im ersten Teil dieser Arbeit wird die Zwei-Elektronen-Schro¨dingergleichung des Wasserstoff-
moleku¨ls mit Hilfe eines neuen Modellansatzes gelo¨st. Dabei wird die Schwerpunktkoordinate
der Elektronen auf die Polarisationsachse des Laserfeldes beschra¨nkt, wohingegen die Relativbe-
wegung in voller Dimensionalita¨t erhalten bleibt. Die Kernabstand wird innerhalb dieses Modells
als konstant angenommen, die Moleku¨lachse ist parallel zur Polarisationsachse des Laserfeldes
ausgerichtet. Die numerischen Simulationen erlauben es, den Ru¨ckstreumechanismus als haupt-
verantwortlichen Prozess fu¨r die Doppelionisation zu identifizieren und Details zu charakterisie-
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ren. Im zweiten Teil der Arbeit wird ein leicht modifiziertes Modell, bei dem die Relativbewegung
der Elektronen auf eine Ebene beschra¨nkt wird, zur Untersuchung der Abha¨ngigkeit der Dop-
pelionisationsprozesse von der molekularen Ausrichtung verwendet.
Das folgende Kapitel 2 gibt einen U¨berblick u¨ber die theoretischen Modelle zur Einfach-
und Mehrfachionisation in intensiven Laserfeldern. Nach der Einordnung des Begriffs kurzer
starker Laserpuls folgt eine Darstellung der Modelle zur Einfachionisation. Systematisch werden
Photoeffekt, Zweiphotonenionisation, Multiphotonenionisation sowie die Tunnelionisation und
die Over-The-Barrier-Ionization erla¨utert. Nach diesen grundlegenden Einfu¨hrungen zur Ioni-
sation werden einige moleku¨lspezifische Eigenschaften der Ionisation betrachtet. Hierzu za¨hlen
die unterdru¨ckte Ionisation von Moleku¨len gegenu¨ber Atomen mit gleichem Ionisationspoten-
tial, die Erho¨hung der Ionisationswahrscheinlichkeit bei bestimmten Kernabsta¨nden (CREI,
Charge-Resonant Enhanced Ionization) und die Abha¨ngigkeit von der molekularen Ausrichtung
bezu¨glich der Polarisationsachse des Laserfeldes. Anschließend wird auf einige Dissoziations-
mechanismen wie Bond-Softening und Above-Threshold Dissociation na¨her eingegangen. Nach
den Erla¨uterungen zur Einfachionisation werden im folgenden Abschnitt die Mechanismen der
Doppelionisation beleuchtet. Der Hauptmechanismus, der bei den in dieser Arbeit betrachteten
Laserpulsen auftritt, ist die sogenannte Ru¨ckstreuung, weshalb deren Konsequenzen ausfu¨hrli-
cher behandelt werden. Ein kurzer U¨berblick u¨ber experimentelle Methoden zur Untersuchung
der Wechselwirkung von Atomen und Moleku¨len mit intensiven Laserfeldern beschließt das Ka-
pitel.
Die numerischen Rechnungen basieren auf ab-initio Lo¨sungen der Schro¨dingergleichung fu¨r
das Wasserstoffmoleku¨l in reduzierten Dimensionen. In Kapitel 3 werden daher nach einem
U¨berblick u¨ber andere theoretische Ansa¨tze die beiden in den folgenden Kapiteln verwendeten
Modelle des Wasserstoffmoleku¨ls eingefu¨hrt. Daran anschließend erfolgt eine Darstellung der
Crank-Nicholson-Methode, dem in dieser Arbeit verwendeten numerischen Verfahren zur Inte-
gration der Schro¨dingergleichung. Details wie die Ermittlung von Eigenzusta¨nden, das Extrahie-
ren von Informationen u¨ber die Ionisationsprozesse aus der Wellenfunktion sowie die Behandlung
des Wasserstoffmoleku¨lions im Rahmen der Modelle werden ebenfalls diskutiert.
Einer der Schwerpunkte der Arbeit liegt auf der Identifizierung und Charakterisierung der
Mechanismen der Doppelionisation. Dazu werden in Kapitel 4 nach einer Spezifizierung der
Laser- und Moleku¨lparameter zuna¨chst die Eigenzusta¨nde des Modellsystems diskutiert. Zur
Pru¨fung, inwieweit das Modell Ein- und Zweielektroneneffekte korrekt reproduzieren kann, wer-
den bekannte Charakteristika der Einfachionisation untersucht. Danach folgt eine detaillier-
te Analyse der Doppelionisationsmechanismen. Der Nachweis, dass Ru¨ckstreuung der zugrun-
de liegende Mechanismus der Doppelionisation ist, wird durch Simulationen mit zusa¨tzlichen
zeitabha¨ngigen Absorbern erbracht. Abschließend wird die Abha¨ngigkeit der Sta¨rke dieser Io-
nisationsmechanismen von verschiedenen Parametern wie Intensita¨t des Laserfeldes (Abschnitt
4.9.1) und Kernabstand (Abschnitt 4.9.3) untersucht.
Kapitel 5 befasst sich mit der Abha¨ngigkeit der Doppelionisationsmechanismen von der Aus-
richtung der Moleku¨lachse relativ zur Polarisationsachse des Laserfeldes. Dazu wird ein leicht
modifiziertes Modell genutzt, welches zuna¨chst wieder anhand der Eigenzusta¨nde charakterisiert
wird. Es werden die beiden wesentlichen Fa¨lle der Ausrichtung der Moleku¨lachse, parallel und
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senkrecht zur Polarisationsachse des Laserfeldes, betrachtet. Wie in Kapitel 4 erfolgt anschlie-
ßend eine kurze Analyse und Diskussion der Einfachionisation und eine ausfu¨hrliche der Doppel-
ionisationsmechanismen. Da die verschiedenen Doppelionisationsprozesse eine unterschiedliche
Elektronendynamik senkrecht zur Polarisationsachse des Laserfeldes induzieren, ist es mo¨glich,
die Anteile der Prozesse in beiden Ausrichtungen zu separieren und quantitativ zu vergleichen.
Kapitel 6 fasst die wesentlichen Erkenntnisse der Arbeit zusammen, diskutiert offene Fragen
und gibt Anregungen, welche Aspekte in Zukunft untersucht werden sollten.
Innerhalb dieser Arbeit werden bis auf wenige Ausnahmen, in denen das explizit angegeben
wird, atomare Einheiten verwendet. Es gilt h¯ = me = e = 1 und c = 137.036. Die wichtigsten
Gro¨ßen in atomaren Einheiten sowie einige Umrechnungen von atomaren in SI-Einheiten sind
in Anhang A aufgefu¨hrt.
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2 Ionisation von Atomen und Moleku¨len mit
kurzen intensiven Laserpulsen
In diesem Kapitel erfolgt eine U¨bersicht u¨ber die Ionisation von Atomen und Moleku¨len in
kurzen intensiven Laserpulsen. Nach einer Abgrenzung des Begriffs kurzer intensiver Laserpuls
werden die verschiedenen Modelle der Einfachionisation erla¨utert. Anschließend erfolgt eine Dis-
kussion der Doppelionisationsmechanismen mit dem Schwerpunkt auf dem Ru¨ckstreumodell, das
in dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielt. Abschließend wird kurz auf experimentelle Methoden
eingegangen.
2.1 Kurze intensive Laserpulse
Fu¨r die Analyse von ultraschnellen Prozessen in der Atom- und Moleku¨lphysik hat sich das
Ti:Sapphire-Lasersystem [77, 78] etabliert. Gru¨nde dafu¨r sind zum einen die Einstellbarkeit in
einem Wellenla¨ngenbereich von 550 bis 1100 nm und zum anderen die Mo¨glichkeit, ultrakurze
Laserpulse herzustellen [79–81]. Eine Wellenla¨nge von 800 nm entspricht einer Photonenenergie
von 1.55 eV und einer Periodendauer des Feldes von etwa 2.65 fs. Das Ionisationspotential von
H2 ist etwa 15.5 eV. Fu¨r die Ionisation ist somit die Absorption von mindestens zehn Photonen
notwendig.
Die Mo¨glichkeit, sehr kurze Pulsdauern zu erreichen, ero¨ffnet vielfa¨ltige Anwendungen wie
z.B. die zeitaufgelo¨ste Analyse von chemischen Reaktionen. Ahmed H. Zewail erhielt 1999 den
Nobelpreis in Chemie fu¨r Pump-Probe-Experimente, die die zeitliche Entwicklung chemischer
Prozesse in großen Moleku¨len beobachtbar machten [82]. Typische Pulsdauern zur Untersuchung
von Ionisation und Dissoziation liegen heutzutage im Bereich einiger Femtosekunden [7–9]. Diese
Zeit ist ku¨rzer als die ku¨rzesten Schwingungsperioden in Moleku¨len (siehe Anhang B), so dass
diese Prozesse mit Hilfe kurzer Laserpulse detailliert charakterisiert werden ko¨nnen. Allerdings
sind die Pulse zu lang, um Elektronendynamik innerhalb von Atomen oder Moleku¨len aufzulo¨sen.
Die Umlaufzeit eines Elektrons im Grundzustand des Wasserstoffatoms innerhalb des Bohrschen
Atommodells betra¨gt etwa 24 as (1 as=10−18 s). Die Mo¨glichkeit, solche Elektronenbewegungen
analysieren zu ko¨nnen, ist eine Motivation fu¨r die Erzeugung von Attosekundenpulsen. Inzwi-
schen ist es mo¨glich, einzelne Laserpulse mit Pulsdauern in der Gro¨ßenordnung von 100 as zu
erzeugen (siehe z.B. [83]). Mit Hilfe von Attosekundenpulsen kann z.B. die Tunnelionisation von
Atomen zeitaufgelo¨st beobachtet werden [84].
Fu¨r Pulsla¨ngen von Ti:Sapphire-Laserpulsen im Bereich einiger Femtosekunden sind Inten-
sita¨ten bis I = 1018 W/cm2 mit Fluktuationen von weniger als 1% und Phasenfluktuationen
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von weniger als 100 as technisch mo¨glich [83,85]. Die atomare Einheit der Intensita¨t entspricht
3.51 × 1016 W/cm2. Bei diesem Wert ist die Elektron-Kern-Wechselwirkung im Grundzustand
des Wasserstoffatoms genauso groß wie die Wechselwirkung des Elektrons mit dem Laserfeld.
Letztere kann somit nicht im Rahmen der Sto¨rungstheorie behandelt werden. Ionisation tritt
aber auch schon bei kleineren Intensita¨ten als 1 a.u. auf, da das Atom oder Moleku¨lpotenti-
al durch das Laserfeld modifiziert wird und somit Effekte wie Multiphotonenionisation oder
Tunnelionisation mo¨glich sind.
2.2 Ionisationsmodelle
Im Laufe der Zeit wurden verschiedene Modelle entwickelt, welche die Ionisation bei unterschied-
lichen Wellenla¨ngen und Feldsta¨rken erkla¨ren. Einige werden im Folgenden vorgestellt.
2.2.1 Photoeffekt
Die Emission von Elektronen in einem schwachen Lichtfeld wurde von Albert Einstein anhand
des so genannten photoelektrischen Effekts [1] erkla¨rt, der in Abbildung 2.1a) dargestellt ist.
Dabei absorbiert das physikalische System genau ein Photon, dessen Energie ω gro¨ßer als die
Bindungsenergie Ip des Elektrons sein muss. Dadurch wird das Elektron emittiert, wobei dessen
kinetische Energie durch die Differenz aus Photonenenergie und Bindungsenergie E = ω − Ip
bestimmt ist. Die Energie des Elektrons ist somit unabha¨ngig von der Intensita¨t des Lichtfeldes.
2.2.2 Multiphotonenionisation (MPI)
Maria Go¨ppert-Mayer sagte die Mo¨glichkeit der Ionisation durch nahezu gleichzeitige Absorp-
tion zweier Photonen vorher [2]. Schematisch ist dieser Prozess in Abbildung 2.1b) dargestellt.
Die durchgezogenen waagerechten schwarzen Linien repra¨sentieren reale Zusta¨nde. Mit naiver
Vorstellung erwartet man, dass die Absorption von Photonen das System in immer ho¨her ange-
regte reale Zusta¨nde bringen und schließlich ionisieren kann. Bei dem gezeigten Energieschema
beno¨tigt man in diesem Fall zur Ionisation mehr als zwei Photonen der Energie ω, denn durch
Absorption eines Photons gelangt man nur in den ersten angeregten Zustand und die Bin-
dungsenergie eines Elektrons in diesem Zustand ist gro¨ßer als die Photonenenergie. Andererseits
ist Summenenergie zweier Photonen gro¨ßer als das Ionisationspotential Ip. Ionisation durch Ab-
sorption von zwei Photonen ist mo¨glich, was mit Hilfe der Energie-Zeit-Unscha¨rferelation erkla¨rt
werden kann. Durch Absorption eines Photons wird das System in einen virtuellen Zustand der
Energie −Ip+ω angeregt. Dieser Zustand hat eine Lebensdauer, die na¨herungsweise umgekehrt
proportional zur Energiedifferenz des virtuellen und des na¨chsten realen Zustandes ist. Durch
die Absorption eines weiteren Photons innerhalb der Lebensdauer kann das System ionisiert
werden. Experimentell konnte dieser Prozess 1965 erstmals beobachtet werden [6].
Die so genannte Multiphotonenionisation (MPI) ist die Erweiterung dieses Bildes auf mehr
als zwei Photonen (siehe Abbildung 2.1c)). Ist die Photonendichte und somit die Intensita¨t
des Photonenfeldes groß genug, kann das System mehrere Photonen hintereinander in einem
sehr kurzen Zeitintervall absorbieren [86–88]. Multiphotonenionisation bei niedrigen Intensita¨ten
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung a) des Photoeffekts, b) der Zweiphotonenionisation, c) der
Multiphotonenionisation (MPI) und d) der Above-Threshold Ionisation (ATI).
kann durch die Sto¨rungstheorie in niedrigster Ordnung beschrieben werden. Die Ionisationsrate
durch Absorption der Mindestanzahl von N0 Photonen ist demnach durch
ΓN0 = σN0I
N0 , (2.1)
gegeben [89,90]. σN0 bezeichnet den Wirkungsquerschnitt fu¨r die Absorption von N0 Photonen.
Diese Beziehung wurde experimentell bis zur Ordnung N0 = 22 fu¨r Helium besta¨tigt [91, 92].
Solange die Ionisationswahrscheinlichkeit sehr viel kleiner als Eins ist, gilt die gleiche Abha¨ngig-
keit von der Intensita¨t auch fu¨r die Ionisationswahrscheinlichkeit. Allerdings ist das nicht mehr
der Fall, wenn die so genannte Sa¨ttigungsintensita¨t erreicht wird, da dann die A¨nderung der
Grundzustandspopulation nicht mehr vernachla¨ssigt werden kann. Zudem mu¨ssen Korrekturen
angebracht werden, wenn die Energieniveaus durch den Stark-Effekt [93] signifikant verschoben
werden. Bei einer Intensita¨t von etwa I = 1013 W/cm2 und einer Wellenla¨nge von 800 nm
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sind die Beitra¨ge ho¨herer Ordnung Sto¨rungstheorie vergleichbar mit denen der erster Ordnung,
so dass andere nichtsto¨rungstheoretische Methoden zur Bestimmung der Ionisationsraten und
Ionisationswahrscheinlichkeiten angewendet werden mu¨ssen.
2.2.3 Above-Threshold Ionization (ATI)
Above-Threshold Ionization bezeichnet einen Prozess, in dem vom Atom oder Moleku¨l mehr
Photonen absorbiert werden, als fu¨r die Ionisation notwendig sind [12, 94, 95]. Er kann nicht
im Rahmen der Sto¨rungstheorie beschrieben werden. Schematisch ist ATI in Abbildung 2.1d)
dargestellt. Ein freies Elektron kann aufgrund von Energie- und Impulserhaltung kein Photon
absorbieren. Befindet sich das Elektron allerdings noch im Einflussbereich des Potentials des
Ions, kann dieses den Elektronenimpuls kompensieren. Die Erweiterung von Gleichung (2.1) fu¨r
den Fall der ATI ergibt
ΓN0+S = σN0+SI
N0+S , (2.2)
mit der Zahl S der Photonen, die u¨ber die zur Ionisation notwendige hinausgeht. Diese Beziehung
konnte ebenfalls experimentell besta¨tigt werden. Das Energiespektrum der Elektronen ist somit
diskret und benachbarte Maxima haben den Abstand der Energie eines Photons. Die entspre-
chende kinetische Energie des Elektrons betra¨gt dann abha¨ngig von der Zahl der absorbierten
Photonen
Ekin = (N0 + S)ω − Ip. (2.3)
Spa¨tere Messungen ergaben, dass die ATI-Peaks ho¨herer Ordnung u¨berproportional gro¨ßer wer-
den und sich die Positionen der Maxima im Energiespektrum bei hohen Intensita¨ten verschieben.
Die Maxima niedrigster Energie verschwinden sogar mit steigender Intensita¨t [94, 96–98]. Die
Beziehung (2.2) verliert dann ihre Gu¨ltigkeit. Der Grund fu¨r den ersten Effekt liegt wie bei der
Multiphotonenionisation darin, dass Terme ho¨herer Ordnung in der Sto¨rungstheorie bei hohen
Intensita¨ten nicht mehr vernachla¨ssigt werden ko¨nnen. Die Verschiebung der Energiespektren
folgt aus der Tatsache, dass ein freies Elektron im Laserfeld zusa¨tzlich eine Schwingungsenergie
Up = E
2/4ω2 (siehe Anhang C, Gleichung (C.23)) besitzt. E bezeichnet die maximale Am-
plitude des elektrischen Feldes. Durch den Stark-Effekt werden die angeregten Zusta¨nde und
die Kontinuumszusta¨nde im Laserfeld um etwa die Gro¨ße der ponderomotiven Energie verscho-
ben, wa¨hrend der Grundzustand nicht verschoben wird. Deshalb werden zur Ionisation mehr
Photonen beno¨tigt und die erwarteten niedrigsten Maxima im Energiespektrum verschwinden.
2.2.4 Tunnelionisation
Ist die Laserintensita¨t hoch genug (siehe Abschnitt 2.2.6 fu¨r eine Abscha¨tzung), kann das Laser-
feld quasistationa¨r behandelt werden. Die Summe aus Kernpotential und dem zeitabha¨ngigen
elektrischen Feld formt in der Na¨he der Maxima des Feldes eine Potentialbarriere, durch die das
Elektron tunneln kann (siehe Abbildung 2.2a)). Die durchgezogene Linie gibt das Gesamtpoten-
tial aus Laserfeld und Coulombpotential wieder, die gestrichelte den Anteil der Wechselwirkung
mit dem Laserfeld.
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung des a) Tunnelbildes und b) der Over-The-Barrier-Ionization.
Die gestrichelte Linie beschreibt den Einfluss des Laserfeldes (zE mit der Feldamplitude
E), die durchgezogene Linie repra¨sentiert das Gesamtpotential aus der Laserwechsel-
wirkung und dem Coulombpotential.
Ionisation ist somit nur in einem Zeitintervall nahe der Feldmaxima zu erwarten, was expe-
rimentell besta¨tigt wurde [99,100]. Unter diesem Gesichtspunkt entwickelten Ammosov, Delone
und Krainov (ADK) ein Modell zur Berechnung der Tunnelionisationsraten von Atomen in einem
quasistatischen elektrischen Feld [101]. Demnach gilt
Γtunnel ∝ exp
(
−(2Ip)
3
2
3I
1
2
)
. (2.4)
Die Ionisationsrate ist somit unabha¨ngig von der Wellenla¨nge, was aus der Annahme eines
statischen Feldes folgt. Die exponentielle Abha¨ngigkeit der Tunnelionisationsrate von der Inten-
sita¨t folgt auch aus anderen Tunnelmodellen, wie. z.B. der Keldysh-Theorie [86, 102] oder dem
Perelomov-Popov-Terent’ev-(PPT-)Modell [103]. Fu¨r Edelgasatome in Laserpulsen mit Wel-
lenla¨ngen von λ > 1 µm gab es sehr gute U¨bereinstimmungen mit der ADK-Theorie [104–106].
Sie verliert ihre Gu¨ltigkeit, wenn die Intensita¨t u¨ber die Schwelle fu¨r Over-The-Barrier-Ionization
(siehe folgender Abschnitt) steigt. Obwohl die ADK-Theorie fu¨r Atome entwickelt wurde, gab
es Versuche, sie auch auf Moleku¨le zu erweitern, indem die Symmetrie und die Asymptotik der
Elektronenwellenfunktion im Modell beru¨cksichtigt wurden [107].
Die Elektronenenergiespektren zeigen einen exponentiellen Abfall bei 2Up, was der klassi-
schen maximalen Driftenergie des Elektrons entspricht (siehe Gleichung (C.27)).
2.2.5 Over-The-Barrier-Ionization
Ist die Intensita¨t so groß, dass die Potentialbarriere unter die Grundzustandsenergie gesenkt
wird, ist das Elektron nicht mehr gebunden und kann das Atom oder Moleku¨l direkt verlassen.
Abbildung 2.2b) zeigt diesen Prozess schematisch. Allerdings gibt es teilweise Reflexionen an der
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Barriere, so dass die Ionisationswahrscheinlichkeit im Allgemeinen kleiner als Eins bleibt [99].
Die Schwellenintensita¨t kann berechnet werden, indem man die Summe aus Coulombpotential
und Laserfeldpotential mit der Bindungsenergie gleichsetzt. Es ergibt sich dann [108]
IOTB[W/cm
2] = 4× 109Z2(Ip[eV])2, (2.5)
mit der Kernladungszahl Z. Die ADK-Theorie muss dann entsprechend modifiziert werden [109].
2.2.6 Keldysh-Parameter
In seiner fundamentalen Arbeit [86] zeigte Keldysh, dass die oben beschriebenen Einfachioni-
sationsmechanismen lediglich verschiedene Erscheinungen des allgemeinen Prozesses der nicht-
linearen Ionisation sind. Der Keldysh-Parameter
γ =
√
2 · Ip · ω2
E2
∝ ttunneln
tlaser
(2.6)
mit der elektrischen Feldsta¨rke E liefert ein Kriterium, ob das Tunnelionisations- oder Multipho-
tonenionisationsbild eine geeignete Beschreibung liefert. Er gibt das Verha¨ltnis von Tunnelzeit
ttunneln und Periodendauer des oszillierenden elektrischen Feldes tlaser an. Im Fall
γ ≪ 1, (2.7)
ist die Tunnelzeit viel kleiner als die Periodendauer eines Laserzyklus. Somit ist das Tunneln
mo¨glich und das Tunnelbild ein geeignetes Modell zur Beschreibung der Ionisation. Im entge-
gengesetzten Fall
γ ≫ 1 (2.8)
ist die Periodendauer viel kleiner als die Tunnelzeit. Hier ist das Bild der Multiphotonenionisation
geeignet.
2.3 Ionisation und Dissoziation von Moleku¨len
Die Ionisation von Moleku¨len unterscheidet sich von der Ionisation von Atomen in mehreren
Punkten, die im Folgenden na¨her betrachtet werden. Im Anschluss werden einige Dissoziations-
mechanismen erla¨utert.
2.3.1 Unterdru¨ckte Ionisation in Moleku¨len
Ein Pha¨nomen der Ionisation von Moleku¨len ist, dass deren Sa¨ttigungsintensita¨t bei Laserwel-
lenla¨ngen von 800 nm grundsa¨tzlich niedriger ist als bei Atomen mit gleichem Ionisationspo-
tential [18, 19, 110–112]. Gema¨ß der ADK-Formel (2.4) ha¨ngt die Ionisationsrate eines Atoms
nur vom Ionisationspotential ab. Daher nahm man zuna¨chst an, dass dies bei Moleku¨len ebenso
sei. Die Unterschiede der Ionisationswahrscheinlichkeiten lassen sich anhand der Elektronenener-
giespektren von N2 und Ar sowie O2 und Xe anschaulich erkla¨ren. Beide Atom-Moleku¨lpaare
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Abbildung 2.3: Gemessene ATI-Spektren bei einer Intensita¨t von I = 2 × 1014 W/cm2 fu¨r N2 und
Argon (links) und O2 und Xe (rechts). Aus [113] entnommen.
besitzen jeweils etwa das gleiche Ionisationspotential, jedoch sehen die Energiespektren grund-
verschieden aus, wie in Abbildung 2.3 gezeigt wird. Wa¨hrend die Spektren von N2 und Argon
nahezu identisch sind, gibt es bei O2 gegenu¨ber Xenon eine Unterdru¨ckung der niederenergeti-
schen Elektronen. Der Unterschied im ATI-Signal betra¨gt dort etwa eine Gro¨ßenordnung. Mit
Hilfe der S-Matrix-Theorie konnte diese Diskrepanz anschaulich erkla¨rt werden [113, 114]. Das
ATI-Spektrum eines homonuklearen diatomaren Moleku¨ls erha¨lt man aus dem fu¨hrenden Term
in der S-Matrix-Theorie als
ΓMolN (
~R) =
∫
d~kNΓ
Atom
N (
~kN )×


sin2
(
~kN ~R
2
)
: antibindendes Orbital
cos2
(
~kN ~R
2
)
: bindendes Orbital
(2.9)
mit der Zahl der absorbierten Photonen N , der Moleku¨lachse ~R und dem Impuls des Elektrons
~kN . Das entsprechende Spektrum des Atoms muss demzufolge je nach Symmetrie des molekula-
ren Orbitals mit einem entsprechenden Faktor multipliziert werden. Nun ist der Unterschied bei
kleinen Energien sichtbar. Da im gemessenen Spektrum u¨ber alle molekularen Ausrichtungen
und alle Impulse gemittelt wurde, hat der zusa¨tzliche Faktor nur dann einen Effekt, wenn der
Impulsbetrag des Elektrons klein ist. Die Kosinusfunktion ist etwa Eins, wenn das Argument
nahe Null ist, die Sinusfunktion geht hingegen gegen Null. Der Grundzustand von N2 ist bin-
dend (σg), derjenige von O2 antibindend (πg). Somit verla¨uft die Kurve von N2 in Abbildung 2.3
a¨hnlich der des entsprechenden Atoms Argon, wa¨hrenddessen die niedrigen Elektronenenergien
bei O2 im Vergleich zu denen von Xenon unterdru¨ckt sind.
Wa¨hrend Atome eine kugelsymmetrische Elektronenverteilung besitzen, mu¨ssen bei der Io-
nisation von Moleku¨len Interferenzeffekte aufgrund der Orbitalstruktur beru¨cksichtigt werden.
Da bei komplexeren Moleku¨len auch destruktive Interferenzen zu erwarten sind, sollte die Ioni-
sation im Vergleich zu einem Atom gleichen Ionisationspotentials fu¨r jedes Moleku¨l unterdru¨ckt
sein. Explizit gezeigt wurde das fu¨r C2H2, C2H4 und C6H6 [114], fu¨r lineare Kohlenstoffclus-
ter [115] und fu¨r verschiedene Fullerene [116]. Dieses Argument liefert auch eine Erkla¨rung fu¨r
die gemessenen Sa¨ttigungsintensita¨ten in organischen Moleku¨len [18].
Fru¨here Messungen an diatomaren Moleku¨len mit CO2-Lasern (λ = 10.6 µm) zeigen dagegen
keinen Unterschied in den totalen Ionisationswahrscheinlichkeiten [106, 117, 118]. In [19] wurde
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eine Interpretation mit dem Modell der dissoziativen Rekombination versucht. Dieser Ansatz
wurde jedoch nicht weiter verfolgt. Neueste Rechnungen mit S-Matrix-Theorie scheinen dagegen
eine Erkla¨rung zu liefern. ATI-Spektren zeigen einen exponentiellen Abfall bei 2Up = E
2λ2/8π2c2
(siehe Gleichung (C.27)). Da die ponderomotive Energie mit λ2 skaliert, sind die Spektren bei
großen Wellenla¨ngen zu sehr hohen Energien ausgedehnt. Daher fa¨llt der Unterschied in den
Spektren bei kleinen Energien bei der Messung totaler Ionisationswahrscheinlichkeiten kaum ins
Gewicht. Dagegen ist er umso deutlicher zu sehen, je kleiner die Laserwellenla¨nge ist [119].
Zu erwa¨hnen ist ferner, dass die unterdru¨ckte Ionisation in O2 auch Einfluss auf das Spektrum
bei der Erzeugung Hoher Harmonischer hat [120].
2.3.2 CREI und Zweielektroneneffekte
Ein weiterer moleku¨lspezifischer Aspekt ist die erho¨hte Ionisation bei mittleren Kernabsta¨nden,
die als CREI (Charge-Resonance Enhanced Ionization) bezeichnet wird. Gemessene kinetische
Energien von Protonen bei der Coulombexplosion in linear polarisierten Laserfeldern sind kleiner
als bei Ionisation in der Na¨he des Gleichgewichtsabstandes von H+2 (R = 2 a.u.) erwartet [20].
Die Erkla¨rung liefert das Tunnelmodell fu¨r ein Potential, das aus zwei Protonen und einem
konstanten elektrischen Feld besteht. [121–123]. Abbildung 2.4 zeigt das Potential fu¨r verschie-
dene Kernabsta¨nde. Die waagerechten schwarzen Linien repra¨sentieren die beiden energetisch
niedrigsten Zusta¨nde. Diese sind durch den Stark-Effekt im Vergleich zum feldfreien Fall ver-
schoben. Im Fall kleiner atomarer Absta¨nde (Abbildung 2.4a)) ko¨nnen sich die Elektronen frei
zwischen den beiden Kernen bewegen. Die Ionisationswahrscheinlichkeit ist etwa genauso groß
wie beim Wasserstoffatom, da die a¨ußeren Potentialbarrieren nahezu die gleiche Form haben.
Steigt der Kernabstand, wa¨chst auch die Potentialbarriere zwischen den Kernen, so dass eine
freie Oszillation der Elektronen zwischen den Kernen nicht mehr mo¨glich ist (Abbildung 2.4b)).
Die Zeit des Tunnelns durch diese Barriere ist gro¨ßer als ein Halbzyklus des Laserfeldes, wo-
durch das Elektron an einem Kern lokalisiert ist. Durch das oszillierende elektrische Feld wird
das Energieniveau periodisch gehoben und gesenkt (Stark-Effekt). Somit ist die Besetzungswahr-
scheinlichkeit beider Zusta¨nde etwa gleich. Befindet sich das Elektron an einem Feldmaximum im
energetisch ho¨heren Zustand, kann es das Moleku¨l verlassen. Entweder ist die Potentialbarriere
niedriger als die Elektronenenergie (Abbildung 2.4b)), so dass das Elektron das Moleku¨l direkt
verlassen kann oder die Potentialbarriere liegt ho¨her als die Elektronenenergie, aber das Elek-
tron kann mit hoher Wahrscheinlichkeit hindurch tunneln (Abbildung 2.4c)). Steigt die Barriere
zwischen den Kernen weiter (Abbildung 2.4d)) an, wird die Tunnelwahrscheinlichkeit kleiner
und na¨hert sich der des Atoms an. Die genauen Ionisationsraten wurden anhand verschiedener
Modelle bestimmt, z.B. durch die Lo¨sung der zeitabha¨ngigen Schro¨dingergleichung mit festen
Kernen [21,124–127] oder unter Beru¨cksichtigung der Kernbewegung [41,128–130].
Abbildung 2.5 zeigt die Ionisationsrate von H+2 in Abha¨ngigkeit vom Kernabstand bei einer
Wellenla¨nge von 1064 nm und einer Intensita¨t von 1014 W/cm2 [21]. Die Ionisationsrate ist im
Bereich von R = 5 bis 12 a.u. erho¨ht, wobei es Maxima bei R = 7 a.u. und bei R = 10 a.u.
gibt. Das Maximum bei R = 10 a.u. kann mit dem Modell aus Abbildung 2.4 erkla¨rt werden.
Die beiden Zusta¨nde sind bei großen Kernabsta¨nden stark gekoppelt, was in der Literatur als
ladungsresonante (charge-resonant) Zusta¨nde bekannt ist [131]. Bei R ≈ 10 a.u. ist die Beset-
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Abbildung 2.4: Potential des Elektrons in H+2 bestehend aus dem Potential der beiden Protonen und
einem konstanten elektrischen Feld. Die waagerechten schwarzen Linien repra¨sentieren
schematisch die beiden energetisch niedrigsten Zusta¨nde. Nach [124].
zung der beiden Zusta¨nde etwa gleich groß, was zu einem Maximum der Ionisationsrate fu¨hrt.
Bei kleineren Absta¨nden ist die Besetzung des oberen Zustandes geringer als jene des unteren
Zustandes. Somit ist auch die Ionisationsrate kleiner, obwohl das Energieniveau u¨ber der inneren
Potentialbarriere liegt. Das Maximum bei R ≈ 7 a.u. ist in der asymmetrischen Elektronenver-
teilung in den beiden Potentialmulden durch das oszillierende elektrische Feld begru¨ndet, was
als laserinduzierte Elektronlokalisierung durch Unterdru¨ckung des Tunnelns bezeichnet wird.
Die Ionisationsrate wird durch Ionisation aus dem oberen Zustand und das Tunneln durch die
Potentialbarriere zwischen den beiden Kernen bestimmt. Bei der in [21] verwendeten Intensita¨t
und Wellenla¨nge ist der gro¨ßte Unterschied der Besetzung der beiden Zusta¨nde bei R ≈ 7 a.u.
Somit ist bei diesem Wert die Elektronlokalisierung am gro¨ßten, was zu einer erho¨hten Ioni-
sationsrate fu¨hrt. Neueste Rechnungen belegen, dass CREI nur in solchen Moleku¨len existiert,
deren ho¨chste besetzte Orbitale entlang der Moleku¨lachse konzentriert sind [132].
Ein zu CREI a¨hnlicher Prozess ist auch bei der Einfachionisation von Wasserstoffmoleku¨len
in linear polarisierten Laserfeldern zu beobachten, wenn die Moleku¨lachse parallel zur Polarisati-
onsachse ausgerichtet ist. Allerdings ist der Grundzustand in H2 nicht entartet. Bei bestimmten
Absta¨nden ist aber die U¨bergangswahrscheinlichkeit in die angeregten Zusta¨nde B1Σ+u und
EF 1Σ+g aufgrund der Wechselwirkung mit dem Laserfeld maximal, so dass auch dort die Ioni-
sationsraten erho¨ht sind [133].
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Abbildung 2.5: Ionisationsrate von H+2 in Abha¨ngigkeit vom Kernabstand. Die Wellenla¨nge des Laser-
feldes betra¨gt λ = 1064 nm und die Intensita¨t 1014 W/cm2. Entnommen aus [21].
Ein weiterer moleku¨lspezifischer Aspekt ist die Elektronenlokalisierung in Moleku¨len. Der
Grundzustand von H2 (X
1Σ+g ) ist von dominant kovalenter Natur. Je ein Elektron ist an jedem
Kern lokalisiert. In der Na¨he der Feldmaxima ist der energetisch niedrigste Zustand jedoch der,
bei dem beide Elektronen an einem Kern lokalisiert sind (H+-H−) [133]. Es zeigte sich, dass
das Elektron vorzugsweise aus diesem Zustand emittiert wird [133–136]. Dieser Effekt wird im
Rahmen dieser Arbeit ebenfalls reproduziert (siehe Abschnitt 4.6).
2.3.3 Einfluss der molekularen Ausrichtung
Wie in Abschnitt 2.3.1 dargestellt wurde, hat die Symmetrie der molekularen Orbitale Ein-
fluss auf das Ionisationsverhalten. Somit ist es nicht verwunderlich, dass auch die molekulare
Ausrichtung bezu¨glich der Polarisationsachse des Laserfeldes die Ionisationswahrscheinlichkeit
beeinflusst. Experimentell ist es seit einigen Jahren mo¨glich, nicht nur Ionisationswahrschein-
lichkeiten eines Ensembles von zufa¨llig orientierten Moleku¨len zu messen, sondern auch die
Abha¨ngigkeit von der molekularen Ausrichtung [137,138].
Erste Messungen in N2 zeigten ein Ionisationsverha¨ltnis von 4:1 bei paralleler gegenu¨ber
senkrechter Ausrichtung der Moleku¨lachse [16]. Qualitativ a¨hnliche Ergebnisse wurden in CO
gemessen [17]. Hingegen ist Ionisation in z.B. O2 und CO2 sowohl in paralleler als auch in
senkrechter molekularer Ausrichtung unterdru¨ckt. Sie tritt bevorzugt bei einem Winkel von 45◦
auf [139].
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Abbildung 2.6: Elektronendichteverteilungen von H+2 (obere Reihe) fu¨r die Zusta¨nde 1sσg (links) und
1sσu (Mitte) und 2pπg (rechts). Die molekulare Achse ist in z-Richtung ausgerichtet.
unten: Entsprechende Ionisationswahrscheinlichkeitsverteilungen der drei Zusta¨nde als
Funktion der Polarisationsrichtung des Laserfeldes innerhalb der y-z-Ebene. Entnom-
men aus [142].
Rechnungen mit der S-Matrix-Theorie [115, 140], der molekularen ADK-Theorie [141] oder
die numerische Lo¨sung der Schro¨dingergleichung [142] zeigen, dass tatsa¨chlich die elektronische
Struktur die Ursache dieser Unterschiede ist. Das sei kurz am Beispiel des 1sσg- , des 1sσu-
und des 2pπg-Zustandes des H
+
2 -Ions erla¨utert. In Abbildung 2.6 sind die Elektronendichtever-
teilungen (obere Reihe) und die entsprechenden Ionisationswahrscheinlichkeitsverteilungen als
Funktion der Polarisationsrichtung des Laserfeldes innerhalb der y-z-Ebene (untere Reihe) dar-
gestellt. Die molekulare Achse ist in z-Richtung ausgerichtet. Der 1sσg-Zustand besitzt eine
gerade Symmetrie. Somit ist die Abha¨ngigkeit der Ionisationswahrscheinlichkeit von der Orien-
tierung nur schwach. Anders verha¨lt es sich beim 1sσu-Zustand. Dieser ist antibindend, so dass
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit zwischen den Kernen einen Knoten besitzt. Ist das Ion parallel
zur Polarisationsachse ausgerichtet, interferieren die Anteile der Wellenfunktion an den beiden
Kernen konstruktiv. Bei senkrechter Orientierung dagegen ist die Interferenz durch die unter-
schiedlichen Vorzeichen der Wellenfunktion an beiden Kernen destruktiv, so dass Ionisation in
diese Richtung unterdru¨ckt ist. Beim 2pπg-Zustand gibt es Knoten in der Aufenthaltswahrschein-
lichkeit entlang der Achsen parallel und senkrecht zur molekularen Orientierung. Demzufolge ist
Ionisation entlang dieser Richtungen unterdru¨ckt und bei einem Winkel von etwa 45◦ maximal.
Entsprechende Schlu¨sse lassen sich auch auf N2 und O2 u¨bertragen. Das ho¨chste besetzte
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Moleku¨lorbital (HOMO, highest occupied molecular orbital) in N2 besitzt σg-Symmetrie, jenes
in O2 ist ein πg-Orbital. Somit u¨bertrifft bei N2 die Ionisationswahrscheinlichkeit bei paralle-
ler Ausrichtung jene senkrechter Orientierung nur wenig. Beim Sauerstoffmoleku¨l hingegen ist
Ionisation entlang dieser Richtungen unterdru¨ckt und bei einem Winkel von etwa 45◦ maxi-
mal [115,140,141].
Spa¨ter wurde auch die Orientierungsabha¨ngigkeit der Doppelionisationswahrscheinlichkeit
in N2 und O2 gemessen [71, 72, 143, 144]. Die Intensita¨ten lagen in einem Bereich, in dem die
Ru¨ckstreuung (siehe Abschnitt 2.4.4) dominiert. Da der erste Schritt in diesem Modell Tun-
nelionisation eines Elektrons ist, sind die Ergebnisse bezu¨glich der Abha¨ngigkeit von der mo-
lekularen Ausrichtung qualitativ identisch mit denen der Einfachionisation [74]. Die gleichen
Argumente erkla¨ren auch die orientierungsabha¨ngigen Intensita¨ten im Spektrum Hoher Harmo-
nischer [145,146].
2.3.4 Dissoziation von Moleku¨len
Die Wechselwirkung von Moleku¨len mit intensiven Laserfeldern kann neben Ionisation auch
zur Dissoziation fu¨hren. Durch die Modifikation der energetischen Zusta¨nde ko¨nnen eine Reihe
verschiedener Mechanismen induziert werden, von denen einige na¨her erla¨utert werden.
Im Floquetansatz [22,147] wird der Hamiltonoperator so transformiert, dass er nicht mehr ex-
plizit von der Zeit abha¨ngt sondern von der Anzahl der absorbierten Photonen. Die ungesto¨rten
Eigenzusta¨nde sind im Floquet-Bild um die Energie der absorbierten Photonen verschoben.
Durch Kopplung mit dem Laserfeld entstehen vermiedene Kreuzungen, deren Breite von der
elektrischen Feldsta¨rke abha¨ngt. Im Fall eines verschwindenden Laserfeldes treten keine Kopp-
lungen auf. Diese ungesto¨rten Zusta¨nde heißen diabatisch. Entsprechend werden die gekoppelten
Zusta¨nde adiabatisch genannt. Abbildung 2.7 zeigt sowohl die diabatischen als auch einige adia-
batische Potentialkurven von H+2 zusammen mit drei Schwingungszusta¨nden (v = 2, v = 3 und
v = 12).
Befindet sich das System in niedrigen vibronisch angeregten Zusta¨nden (z.B. v = 2 oder
v = 3), kann es entlang der 2pσu−1h¯ω-Kurve dissoziieren. Entweder liegt das Niveau energetisch
bereits ho¨her als die Potentialbarriere oder das System tunnelt durch diese und dissoziiert durch
die Absorption eines Photons. Dieser Effekt wird Bond-Softening [23–26,149–151] genannt.
Der entgegengesetzte Effekt ist beim Vibrationsniveau v = 12 zu sehen. Dieses Niveau liegt
u¨ber der vermiedenen Kreuzung bei einer Intensita¨t von 1013 W/cm2. Somit kann das System in
der modifizierten Potentialkurve gefangen werden. Der Effekt, dass Dissoziation aus niedrigen
vibronisch angeregten Zusta¨nden mo¨glich ist, jene aus ho¨her angeregten aber unterdru¨ckt, heißt
Bond-Hardening oder molekulare Stabilisierung [20,23,30,152–157].
Das Kernwellenpaket kann im Laserfeld jedoch auch zuna¨chst drei Photonen absorbieren und
sich entlang der 2pσu − 3h¯ω-Kurve bewegen. Durch Kopplung mit dem Laserfeld und Emission
eines Photons kann es dem adiabatischen Pfad und schließlich der 1sσg − 2h¯ω-Kurve folgen.
Somit hat es effektiv mehr Photonen absorbiert als zur Dissoziation notwendig sind. Daher wird
dieser Effekt ATD (Above-Threshold Dissociation) [24–26] in Analogie zur ATI genannt.
Des Weiteren wurden die Modelle der Dissoziation ohne Photonen (Zero-Photon Dissociation
26
Abbildung 2.7: Darstellung der feldmodifizierten Born-Oppenheimer-Potentialkurven 1sσg und 2pσu
von H+2 bei einer Wellenla¨nge von 532 nm und zwei verschiedenen Intensita¨ten (nach
[148]). Die mit v gekennzeichneten schwarzen Linien repra¨sentieren ausgewa¨hlte vibro-
nische Zusta¨nde.
(ZPD)) [29,30] und der Below-Threshold Dissociation (BTD) [27,28] vorgeschlagen. Bei ersterem
wird der durch Bond-Hardening gefangene Anteil durch weiter steigende Laserintensita¨t ener-
getisch angehoben, so dass die Dissoziationsschwelle des 1sσg − 0h¯ω-Zustandes u¨berschritten
werden kann. Below-Threshold Dissociation bedeutet, dass die Energie eines Photons norma-
lerweise nicht ausreichend ist, das System entlang der 2pσu − 1h¯ω z.B via Bond-Softening zu
dissoziieren. Klassisch bewegt sich das Kernwellenpaket zwischen den Potentialwa¨nden des 1sσg-
Zustandes. Dabei a¨ndern sich kinetische und potentielle Energie fortlaufend. Durch die schnelle
A¨nderung des Laserfeldes ist es mo¨glich, dass das Wellenpaket der Potentiala¨nderung nicht mehr
folgen kann. Ist die kinetische Energie gerade groß und die Potentialbarriere abgesenkt, kann
das System daher trotzdem dissoziieren.
Die diskutierten Prozesse gelten fu¨r ein Moleku¨l, das parallel zur Polarisationsachse des
Laserfeldes ausgerichtet ist. Der Vollsta¨ndigkeit halber sei noch angemerkt, dass die Dissozia-
tionswahrscheinlichkeit mit steigendem Winkel zwischen Polarisations- und Moleku¨lachse ab-
nimmt [25,158,159].
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2.4 Nichtsequentielle Doppel- und Mehrfachionisation
Da bei der Einfachionisation die Elektron-Laser-Wechselwirkung bestimmend fu¨r das Ionisati-
onsverhalten ist, liegt es zuna¨chst nahe, sich den Mechanismus der Doppel- undMehrfachionisati-
on als Sequenz von Einfachionisationen vorzustellen. Dabei werden die Elektronen nacheinander
durch Wechselwirkung mit dem Laserfeld emittiert. Dieser Prozess heißt sequentielle Doppel-
oder Mehrfachionisation. Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung spielt bei diesem Prozess eine
untergeordnete Rolle.
Experimente zur Doppelionisation in Atomen und Moleku¨len zeigten jedoch, dass die tatsa¨ch-
lichen Ionisationswahrscheinlichkeiten die fu¨r sequentielle Ionisation erwarteten um mehrere
Gro¨ßenordnungen u¨bertrafen [37, 160, 161]. Abbildung 2.8 zeigt gemessene Einfach- und Dop-
pelionisationsausbeuten fu¨r das Atom Helium (linkes Bild) und fu¨r das Moleku¨l N2 (rechtes
Bild). Wa¨hrend die ADK-Theorie und die Berechnungen mit der single-active-electron-Na¨he-
rung [31–33] die Daten der Einfachionisation relativ gut reproduzieren ko¨nnen, fa¨llt die große
Diskrepanz zwischen experimentellen und theoretisch erwarteten Werten (gema¨ß dem Modell
der sequentiellen Ionisation) bei der Doppelionisation im Bereich von 1014 bis 1015 W/cm2 auf.
Somit mu¨ssen dort Elektronenkorrelationen eine signifikante Rolle spielen. Allerdings dominiert
sequentielle Ionisation bei sehr hohen Intensita¨ten I > 1015 W/cm2. Diese Kniestruktur in der
Doppelionisationskurve wurde auch bei Mehrfachionisation in Edelgasatomen [38,162] beobach-
tet.
Alle Mehrfachionisationsprozesse, in denen Elektronenkorrelationen eine wesentliche Rolle
spielen, werden als nichtsequentiell bezeichnet. Einige Modelle der nichtsequentiellen Doppelio-
nisation werden im Folgenden dargestellt. Dabei werden mit Kick-Out und Shake-Off zuna¨chst
Prozesse betrachtet, die aus der Doppelionisation mit schwachen Feldern bekannt sind.
2.4.1 Kick-Out
Beim Kick-Out-Prozess im schwachen Feld (oft auch Knock-Out-Prozess oder On-The-Way-
Out-Prozess genannt) absorbiert zuna¨chst ein Elektron das Photon. Wa¨hrend der Emission des
Elektrons aus dem Atom oder Moleku¨l wechselwirkt es mit dem zweiten Elektron und tauscht
mit diesem Energie aus. Infolgedessen ko¨nnen beide Elektronen genu¨gend Energie haben, um das
Atom oder Moleku¨l gemeinsam zu verlassen [64, 65, 163, 164]. Die Elektronenkorrelation findet
bei diesem Prozess nach der Absorption des Photons statt. Dieser Prozess tra¨gt wesentlich zur
Doppelionisation bei, wenn die Photonenenergie nur etwas gro¨ßer als die Schwelle fu¨r Doppelio-
nisation ist. Experimente in intensiven Laserfeldern mit einer Wellenla¨nge von 800 nm [36,165]
belegen, dass der Kick-Out-Prozess die erho¨hte Doppelionisationswahrscheinlichkeit nicht er-
kla¨rt, da diese bei zirkular polarisierten Laserfeldern stark unterdru¨ckt ist [166, 167], was beim
Kick-Out-Mechanismus nicht zu erwarten ist.
2.4.2 Shake-Off und Shake-Up
Wird eine Elektron sehr schnell aus dem Atom oder Moleku¨l entfernt, kann das im Ion verbleiben-
de der plo¨tzlichen A¨nderung des Potentials nicht folgen und befindet sich nicht notwendigerweise
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Abbildung 2.8: Links: Gemessene Ionensignale fu¨r He+ und He2+ in einem linear polarisiertem Laser-
puls von 100 fs und einer Wellenla¨nge von 780 nm als Funktion der Intensita¨t [37].
Die durchgezogenen Linien repra¨sentieren Berechnungen mit der single-active-electron-
Na¨herung fu¨r Einfachionisation und sequentielle Doppelionisation, die gestrichelte Linie
gibt die Resultate der Ionisation gema¨ß der ADK-Theorie wieder. Die gepunktete Linie
repra¨sentiert die ADK-Kurve multipliziert mit einem Faktor. Dieser bestimmt sich aus
dem Verha¨ltnis der gemessenen He2+- zu He+-Ionen beim Sa¨ttigungspunkt. Rechts: Ge-
messene Ionensignale fu¨r N+2 und N
2+
2 in einem linear polarisiertem Laserpuls von 50 fs
und einer Wellenla¨nge von 800 nm als Funktion der Intensita¨t [160]. Die Punkte und
Quadrate geben die Messwerte wieder. Die durchgezogene schwarze Linie repra¨sentiert
die Modellrechnung nach der atomaren ADK-Theorie. Die anderen Linien beschrei-
ben theoretische Berechnungen fu¨r sequentielle Ionisation nach der ADK-Theorie fu¨r
verschiedene Ionisationspotentiale von N+2 .
in einem Eigenzustand des neuen Potentials. Vielmehr besitzt die Wellenfunktion einen nicht-
verschwindenden U¨berlapp mit den Kontinuumszusta¨nden des neuen Potentials. Somit besteht
eine entsprechende Wahrscheinlichkeit, dass es ebenfalls freigesetzt wird. Da das zweite Elektron
durch die Emission des ersten aus dem Atom oder Moleku¨l herausgeschu¨ttelt wird, spricht man
vom Shake-Off-Prozess [34,63]. Charakteristisch sind die unterschiedlichen Energien der beiden
Elektronen. Wa¨hrend das zuerst emittierte Elektron eine hohe kinetische Energie besitzt, ist die
des zweiten Elektrons sehr klein [168,169]. Im Gegensatz zum Kick-Out-Prozess findet nach der
Photonenabsorption keine Elektron-Elektron-Wechselwirkung statt. Fu¨r den Shake-Off-Prozess
ist also die Elektronenkorrelation im Ausgangszustand entscheidend.
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Je ho¨her die Energie der absorbierten Photonen oder nur eines einzelnen Photons ist, desto
schneller verla¨sst das erste Elektron das Atom oder Moleku¨l. Entsprechend wird immer weniger
Energie transferiert. Somit dominiert Kick-Out bei kleinen Photonenenergien, wa¨hrend die rela-
tive Sta¨rke des Shake-Off-Prozesses mit steigender Photonenenergie zunimmt. Dieses Verhalten
wurde durch Experimente besta¨tigt [170,171].
In [34] wurde der Shake-Off-Prozess auf intensive Laserfelder u¨bertragen. Direkt nach der
Tunnelionisation wird das Elektron durch das Laserfeld vom Ion weg beschleunigt, so dass sich
das Potential des verbleibenden Elektrons schlagartig a¨ndert, infolgedessen es hinaus geschu¨ttelt
werden kann. Theoretische Untersuchungen im Rahmen der S-Matrix-Theorie [57] zeigen, dass
der Shake-Off-Prozess in intensiven Laserfeldern mit Wellenla¨ngen im Bereich von 800 nm keine
Rolle spielt, da die maximale kinetische Energie eines Elektrons nach Ionisation in einem solchen
Laserfeld nur 2Up (siehe Abschnitt 2.2.4) betra¨gt, was bei einer Intensita¨t von 3× 1014 W/cm2
etwa 36 eV entspricht.
Shake-Up [172] bezeichnet einen a¨hnlichen Mechanismus. Im Unterschied zu Shake-Off ver-
bleibt das zweite Elektron in einem angeregten Zustand des Ions. Anschließend ko¨nnte es durch
weitere Photonenabsorption das Ion verlassen. Aus den gleichen Gru¨nden wie fu¨r Shake-Off
spielt er bei den hier verwendeten Laserpulsen fu¨r die Doppelionisation keine Rolle [102].
2.4.3 Kollektives Tunneln
Kollektives Tunneln benennt einen Prozess, in dem zwei oder mehr Elektronen gemeinsam durch
die Potentialbarriere tunneln. In [173] wurde analog der ADK-Theorie ein Ausdruck fu¨r die
Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Tunnelns zweier Elektronen entwickelt. Numerische Be-
rechnungen fu¨r Helium in einem statischen Feld zeigen, dass dieser Prozess prinzipiell existiert,
wenn die Elektronen im dynamischen Gleichgewicht etwa den gleichen Abstand zum Kern ha-
ben [174]. Allerdings sind die berechneten Ionisationsraten zu klein, um die experimentellen
Daten zu erkla¨ren.
2.4.4 Ru¨ckstreuung
Das Modell der Ru¨ckstreuung [66–68,175] erkla¨rt die Doppelionisationsraten in linear polarisier-
ten intensiven Laserfeldern in einem semiklassischen Bild. Der Prozess la¨uft in drei Schritten ab.
Zuna¨chst wird ein Elektron durch Tunnelionisation emittiert. Durch das oszillierende Laserfeld
wird es erst vom verbleibenden Ion weg- und spa¨ter zu diesem zuru¨ckgetrieben. Dort kann es
elastisch oder inelastisch streuen oder rekombinieren. Tunnelionisation ist im Bereich des Feld-
maximums am wahrscheinlichsten. Die anschließende Bewegung des freien Elektrons im Laserfeld
kann na¨herungsweise klassisch beschrieben werden. Die entsprechenden Bewegungsgleichungen
sind in Anhang C aufgefu¨hrt. Die Ru¨ckkehr zum Ion findet in der Na¨he eines Feldnulldurch-
gangs statt, wobei die maximale Ru¨ckkehrenergie des Elektrons E = 3.17Up betra¨gt [68]. Das
ponderomotive Potential Up ist mit der Intensita¨t und der Frequenz des Laserfeldes u¨ber die
Relation Up = E
2
0/4ω
2 verknu¨pft (siehe Gleichungen (C.23) und (C.24)).
Im Falle der Rekombination emittiert das Atom oder Moleku¨l ein Photon. Dieser Effekt
wird Erzeugung Hoher Harmonischer genannt (siehe z.B. [13, 108, 176, 177]). Das Ru¨ckstreu-
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Abbildung 2.9: Amplitude des oszillierenden Laserfeldes (schwarze Linie) und einige klassische Elektro-
nentrajektorien. Die rote Kurve repra¨sentiert die Trajektorie des Elektrons mit maxi-
maler Ru¨ckkehrenergie und die beiden blauen Kurven Elektronen mit gleicher Ru¨ckkeh-
renergie. Liegt die Emissionszeit vor dem Zeitpunkt des durch die rote Linie repra¨sen-
tierten Elektrons, wird die entsprechende Trajektorie als lange Trajektorie bezeichnet,
liegt die Emissionszeit danach, wird sie als kurze Trajektorie bezeichnet.
modell erkla¨rt den exponentiellen Abfall im Energiespektrum der emittierten Photonen bei
E = 3.17Up + Ip, wobei Ip das Ionisationspotential bezeichnet.
Der zweite mo¨gliche Prozess ist die elastische Streuung am Ion. In diesem Fall findet ein
Impuls- aber kein Energieu¨bertrag statt. Die gemessenen Energiespektren der Elektronen zeigen
neben einem exponentiellen Abfall bei 2Up einen weiteren bei etwa 10Up [178]. Ersterer folgt aus
der maximalen Driftenergie der Elektronen nach der Ionisation (siehe Gleichungen (C.5) und
(C.27)). Der Abfall bei 10Up folgt aus der elastischen Ru¨ckstreuung der Elektronen am Ion (siehe
Herleitung zu Gleichung (C.36)) und la¨sst sich mit Hilfe des Ru¨ckstreumodells erkla¨ren [179].
Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf der Doppelionisation und damit auf dem drit-
ten mo¨glichen Prozess, der inelastischen Streuung. Durch Wechselwirkung mit einem im Ion
verbliebenen Elektron kann das zuru¨ckkehrende Elektron dieses herausschlagen oder anregen.
Im weiteren Zeitverlauf kann das angeregte Elektron dann durch Tunnelionisation freigesetzt
werden. Beide Prozesse werden im Folgenden na¨her erla¨utert.
Korrelierte Emission nach Ru¨ckstreuung
Damit nach der Ru¨ckstreuung beide Elektronen im Rahmen des semiklassischen Bildes freige-
setzt werden, muss die Energie des zuru¨ckkehrenden Elektrons gro¨ßer als die Bindungsenergie
des verbleibenden Elektrons im Ion sein. In Abbildung 2.9 sind einige Elektronentrajektorien
zusammen mit der Amplitude des Laserfeldes (schwarze Kurve) schematisch dargestellt. Die rote
Kurve repra¨sentiert die Trajektorie des Elektrons mit maximaler Ru¨ckkehrenergie. Ein solches
Elektron wird kurz nach dem Feldmaximum emittiert und kehrt kurz vor dem u¨berna¨chsten
Feldnulldurchgang zum Ion zuru¨ck. Die blauen Kurven repra¨sentieren Trajektorien, bei denen
die Elektronen in beiden Fa¨llen die gleiche Ru¨ckkehrenergie haben. Die Emissionszeit liegt ein-
mal nach und einmal vor der des Elektrons mit maximaler Ru¨ckkehrenergie. Zu jeder Ru¨ck-
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kehrenergie gibt es somit zwei Elektronentrajektorien. Die entsprechenden Wellenpakete ko¨nnen
interferieren, was in den Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten (siehe Kapitel 4) zu sehen ist.
Innerhalb dieses semiklassischen Ru¨ckstreumodells erwartet man einen plo¨tzlichen Abfall
der Doppelionisationswahrscheinlichkeit, wenn die Intensita¨t kleiner als die Schwellenintensita¨t
fu¨r die Doppelionisation und somit die maximale Ru¨ckkehrenergie des Elektrons kleiner als das
Ionisationspotential des Ions ist. Die Experimente an Helium [37, 180] zeigen aber kein sol-
ches Verhalten, was zuna¨chst dahingehend interpretiert wurde, dass das Ru¨ckstreumodell zur
Erkla¨rung der Doppelionisationsraten nicht geeignet ist. Durch hochaufgelo¨ste Messungen der
Impulsverteilungen von Ne2+- und Ne3+-Ionen [181] bzw. He2+-Ionen [182] konnte jedoch der
Zeitpunkt der Doppel- bzw. Dreifachionisation (Feldnulldurchgang) identifiziert werden. Die-
ser la¨sst sich nur innerhalb des Ru¨ckstreumodells erkla¨ren. Bei anderen Mechanismen wie z.B.
Shake-Off ist dagegen Ionisation an den Feldmaxima zu erwarten. Allerdings beru¨cksichtigt das
Ru¨ckstreumodell nicht das zeitliche Verhalten des Ionisationspotentials. Durch das Laserfeld
wird na¨mlich die Potentialbarriere vera¨ndert (siehe Abbildung 2.2), womit auch das Ionisati-
onspotential sinkt. Die Energie und der Zeitpunkt des streuenden Elektrons mu¨ssen also immer
gekoppelt mit dem zeitabha¨ngigen Ionisationspotential betrachtet werden. Zudem vernachla¨ssigt
das Ru¨ckstreumodell nach der Ionisation die Coulombwechselwirkung des emittierten Elektrons
mit dem Ion. Diese beiden Effekte erkla¨ren, warum es keinen plo¨tzlichen Abfall der Doppelioni-
sationswahrscheinlichkeit unterhalb der klassischen Intensita¨tsschwelle gibt [183–185].
Experimentell und theoretisch ermittelte Impulsverteilungen der Elektronen bzw. Ionen zei-
gen, dass die die Elektronen bezu¨glich der Polarisationsrichtung bevorzugt in eine Richtung und
mit derselben Impulskomponente [55, 57, 186], senkrecht zur Polarisationsrichtung in entgegen-
gesetzte Richtungen emittiert werden [102,187]. In den Kapiteln 4 und 5 werden in numerischen
Rechnungen diese Charakteristika ebenfalls gefunden und explizit gezeigt, dass der Ru¨ckstreu-
mechanismus der hauptverantwortliche fu¨r die Doppelionisation ist.
Anregung nach Ru¨ckstreuung gefolgt von Feldionisation (RESI)
Analog zum Shake-Off/Shake-Up-Prozess ist es mo¨glich, dass das nach der Ionisation zuru¨ckkeh-
rende Elektron das im Ion verbleibende nicht hinausschla¨gt sondern anregt. Anschließend kann
das Elektron durch Tunnelionisation aus dem angeregten Zustand freigesetzt werden. Letzteres
erfolgt vorzugsweise in der Na¨he des darauffolgenden Feldmaximums. Diesen Prozess nennt man
RESI (Recollision-Excitation and Subsequent Ionization) [58, 69, 70, 183, 184, 188–192]. Dabei
spielt die Elektron-Elektron-Wechselwirkung nur beim Streuprozess eine Rolle. Die Elektronen
werden in diesem Fall in Polarisationsrichtung in unterschiedliche Richtungen emittiert und be-
wegen sich aufgrund der geringen Korrelation untereinander entlang der Polarisationsachse des
Laserfeldes [193]. In den Zweielektronenimpulsverteilungen parallel zur Polarisationsachse wer-
den die Anteil im zweiten und vierten Quadranten als RESI identifiziert [71]. Die Ergebnisse der
numerischen Rechnungen (siehe Kapitel 4 und 5) zeigen, dass dieser Prozess existiert und einen
signifikanten Beitrag zur Doppelionisationsausbeute leistet.
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Abbildung 2.10: Schematische Darstellung der COLTRIMS-Methode [196]. Ein Targetstrahl (gru¨n)
wird mit dem Laserstrahl (gelb) gekreuzt. Die aus der Reaktion entstehenden Elek-
tronen (rot) und Ionen (blau) werden mit Hilfe elektrischer und magnetischer Felder
zu den Detektoren gefu¨hrt. Anhand der Flugzeiten (time of flight - TOF) und der Po-
sitionen auf den Detektoren ko¨nnen Ru¨ckschlu¨sse auf die Reaktionen gezogen werden.
2.5 Experimentelle Methoden
Heutzutage ist es mo¨glich, Impulse und Energien der auftretenden Teilchen bei Ionisations- und
Dissoziationsreaktionen in Laserfeldern oder Stoßexperimenten mit Elektronen und Ionen zu
analysieren. Bei der COLTRIMS-Technik (COLd-Target-Recoil-Ion-Momentum-Spectroscopy)
[10, 11, 181, 182, 186, 194, 195] wird ein Targetstrahl (mit den zu untersuchenden Atomen oder
Moleku¨len) mit einem Projektilstrahl (z.B. Photonen) gekreuzt. Die durch die Reaktion ent-
stehenden Elektronen und Ionen werden durch angelegte elektrische und magnetische Felder
auf zwei Detektoren gelenkt (siehe Abbildung 2.10). Aus der Messung der Flugzeiten und der
Auftrefforte der Teilchen auf dem Detektor lassen sich die Anfangsimpulse der Teilchen di-
rekt nach dem Stoßprozess und somit weitere Gro¨ßen wie Energien und Winkelverteilungen
der Teilchen bestimmen. Da nur die Rohdaten der Reaktion gespeichert werden, ko¨nnen nach
dem Experiment verschiedene Bedingungen wie bestimmte Energiebereiche oder die Stellung
der Moleku¨lachse extrahiert werden. Zur vollsta¨ndigen Analyse der Dynamik mu¨ssen alle Re-
aktionsfragmente in Koinzidenz gemessen werden. Das heißt, ein Signal wird nur dann verar-
beitet, wenn innerhalb einer vorgegebenen Zeitspanne alle Fragmente gemessen werden. Mit
COLTRIMS ko¨nnen stoßinduzierte Ionisationsreaktionen mit Protonen im Energiebereich von
keV bis hin zu U92+ mit Energien von einigen GeV/u sowie Photoabsorptionsreaktionen und
Comptonstreuung mit Photonen bis zu 100 keV durchgefu¨hrt werden [11].
Eine etwas anders gearteter Aufbau wird in der Gruppe um Louis DiMauro genutzt. Abbil-
dung 2.11 zeigt schematisch das Koinzidenz-Spektrometer. Laser- und Targetstrahl werden in
dem mit Interaction Region bezeichneten Bereich gekreuzt. Die Elektronen werden durch das
Laserfeld und durch die O¨ffnungen der Metallplatten 6, 8 und 9 zum Detektor auf der rechten
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Abbildung 2.11: Schematische Darstellung eines Koinzidenz-Spektrometers [197]. MCP bezeichnen die
Detektoren fu¨r die Ionen (links) und die Elektronen (rechts). In der Interaction Re-
gion werden Laserstrahl und Targetstrahl gekreuzt. Die mit 1 bis 8 gekennzeichneten
Platten dienen zur Steuerung der Reaktionsfragmente zu den Detektoren.
Seite gelenkt, wobei die Flugzeit gemessen wird. Anschließend werden die Ionen durch Anle-
gen einer geeigneten Kombination von Spannungen an allen Platten zum Ionendetektor auf der
linken Seite getrieben, wa¨hrend die restlichen Elektronen absorbiert werden. Eine detaillierte
Beschreibung dieses Spektrometers wird in [198,199] gegeben.
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3 Numerische Berechnung der
Wechselwirkung des Wasserstoffmoleku¨ls
mit einem Laserfeld
3.1 Einleitung
In diesem Kapitel werden die Grundlagen der numerischen Berechnungen erla¨utert. Beginnend
mit der allgemeinen Schro¨dingergleichung fu¨r das Wasserstoffmoleku¨l in einem zeitabha¨ngigen
a¨ußeren Potential werden verschiedene Na¨herungen eingefu¨hrt und begru¨ndet. Anschließend
wird dargestellt, wie die Wellenfunktion numerisch propagiert wird und aus ihr experimentell
messbare Gro¨ßen erhalten werden.
Um die komplette Dynamik des Wasserstoffmoleku¨ls beschreiben zu ko¨nnen, muss dessen
allgemeine Schro¨dingergleichung (im Schwerpunktsystem der Kerne)
i
∂
∂t
Ψ(~Rk, ~r1, ~r2, t) = H( ~Rk, ~r1, ~r2, t)Ψ(~Rk, ~r1, ~r2, t) (3.1)
mit dem Hamiltonoperator
H(~Rk, ~r1, ~r2, t) = T~Rk + T~r1 + T~r2 + V~Rk + V~r1,~r2 + V~Rk ,~r1 + V~Rk,~r2 + V (
~Rk, ~r1, ~r2, t)(3.2)
gelo¨st werden. Dabei bezeichnen ~Rk und ~r1,2 die relativen Kernkoordinaten und die Koordinaten
der beiden Elektronen. Der allgemeine Hamiltonoperator besteht aus den kinetischen Kompo-
nenten der Kerne
T~Rk = −
1
2µk
∂2
∂ ~R2k
(3.3)
mit der reduzierten Kernmasse µk = 918 a.u. und den kinetischen Komponenten der beiden
Elektronen T~r1 und T~r2 ,
T~ri = −
1
2
∂2
∂~r2i
, (3.4)
der Coulombwechselwirkung zwischen den beiden Kernen
V~Rk =
1∣∣∣~Rk∣∣∣ , (3.5)
der Coulombwechselwirkung zwischen den beiden Elektronen
V~r1,~r2 =
1
|~r1 − ~r2| , (3.6)
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den Coulombwechselwirkungen zwischen den Kernen und den beiden Elektronen
V~Rk,~ri = −
1∣∣∣12 ~Rk − ~ri∣∣∣ −
1∣∣∣−12 ~Rk − ~ri∣∣∣ (3.7)
sowie einem a¨ußeren mo¨glicherweise zeitabha¨ngigen Potential V (~Rk, ~r1, ~r2, t). Letzteres wird im
Folgenden die Wechselwirkung der Elektronen mit dem Laserfeld sein. Die Wechselwirkung der
Kerne mit dem Laserfeld kann gegenu¨ber der Wechselwirkung der Elektronen mit dem Laser-
feld vernachla¨ssigt werden, da der entsprechende Wechselwirkungsterm die Masse der Kerne im
Nenner entha¨lt. Die Kernmasse ist um drei Gro¨ßenordnungen gro¨ßer als die Elektronenmas-
se. Die Wechselwirkung der Elektronen mit dem Laserfeld wird in minimaler Kopplung und
Geschwindigkeitseichung dargestellt. Das ergibt
T~r1 + T~r2 + V (
~Rk, ~r1, ~r2, t) = −1
2
(
∂
∂~r1
−
~A (~r1, ~r2, t)
c
)2
− 1
2
(
∂
∂~r2
−
~A (~r1, ~r2, t)
c
)2
(3.8)
mit dem Vektorpotential
~A(~r1, ~r2, t) = −c
∫ t
0
~E(~r1, ~r2, t
′)dt′ (3.9)
und der Amplitude des elektrischen Feldes E(~r1, ~r2, t
′).
Da die Ausdehnung des Systems im Vergleich zur Wellenla¨nge des Laserfeldes von 800 nm
um mehr als eine Gro¨ßenordnung kleiner ist, kann die Amplitude des elektrischen Feldes zu jeder
Zeit na¨herungsweise als konstant u¨ber den gesamten Raumbereich angenommen werden, so dass
sie nur noch von der Zeit abha¨ngt:
~E(~r1, ~r2, t) −→ ~E(t). (3.10)
Das fu¨hrt unmittelbar zu
~A(~r1, ~r2, t) −→ ~A(t). (3.11)
Diese Na¨herung wird als Dipolna¨herung bezeichnet.
Die Lo¨sung der Schro¨dingergleichung (3.1) umfasst die Propagation einer neundimensiona-
len Wellenfunktion. Die Elektronen haben je drei Freiheitsgrade, die Relativbewegung der Kerne
ebenfalls. Eine vollsta¨ndige numerische Lo¨sung ist nicht mo¨glich, wie an folgendem Beispiel deut-
lich wird. Die Wellenfunktion sei durch die Funktionswerte auf einem neundimensionalen Gitter
repra¨sentiert, wobei die Zahl der Gitterpunkte 100 in jeder Dimension betra¨gt. Bei einem typi-
schen Abstand benachbarter Gitterpunkte von 0.5 a.u. ergibt sich eine Gittergro¨ße von 50 a.u.
in jeder Dimension. In diesem Fall beno¨tigt eine einzige Wellenfunktion einen Speicherbedarf
von etwa 16 × 1009 Byte, was etwa dem Speicherplatz von 3 Millionen handelsu¨blichen DVD
entspricht. Außerdem skalieren die Verfahren zur Propagation der Wellenfunktion im gu¨nstigs-
ten Fall linear mit der Anzahl der Gitterpunkte. Die Propagation der Wellenfunktion um einen
einzigen Zeitschritt wu¨rde so auf einer Ein-Prozessor-Maschine mehrere 10000 Jahre beanspru-
chen.
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Somit ist man gezwungen, Na¨herungen einzufu¨hren. Wie aus Anhang B hervorgeht, ist die
Bewegung der Kerne aufgrund der um drei Gro¨ßenordnungen gro¨ßeren Masse viel langsamer
als die der Elektronen. Wa¨hrend die typische Zeitskala der Elektronen, etwa die Umlaufzeit ei-
nes Elektrons um den Kern im Grundzustand eines Wasserstoffatoms, einige 10 Attosekunden
betra¨gt, sind typische Rotationszeiten eines kleinen Moleku¨ls einige Pikosekunden und die Vi-
brationsperiode einige 10 Femtosekunden lang. Somit liegen die ku¨rzesten Schwingungsdauern
in der Gro¨ßenordnung der la¨ngsten in dieser Arbeit verwendeten Laserpulse (≈19 fs). Zudem ist
die Auslenkung bei einer Schwingung wesentlich kleiner als der Abstand der Kerne selbst. Da
im Rahmen dieser Arbeit insbesondere das Verhalten der Elektronen untersucht wird, ist die
Na¨herung, die Kerne innerhalb der Elektronenpropagation konstant am Gleichgewichtsabstand
festzuhalten, sinnvoll. Das reduziert die Anzahl der Dimensionen des Problems auf sechs, je drei
fu¨r die beiden Elektronen. Die resultierende Schro¨dingergleichung
H(~r1, ~r2, t)Ψ(~r1, ~r2, t) =

−1
2
(
∂
∂~r1
−
~A (t)
c
)2
− 1
2
(
∂
∂~r2
−
~A (t)
c
)2
+
1
|~r1 − ~r2|
− 1∣∣∣12 ~Rk − ~r1∣∣∣ −
1∣∣∣12 ~Rk + ~r1∣∣∣ −
1∣∣∣12 ~Rk − ~r2∣∣∣ −
1∣∣∣12 ~Rk + ~r2∣∣∣

(3.12)
×Ψ(~r1, ~r2, t)
hat genau die Struktur der Schro¨dingergleichung fu¨r die Elektronen innerhalb der Born-Oppen-
heimer-Na¨herung [200].
Auch die Lo¨sung der Schro¨dingergleichung mit sechs Freiheitsgraden ist ein anspruchsvolles
Unterfangen. Im folgenden Abschnitt werden einige Lo¨sungsansa¨tze vorgestellt, danach erfolgt
die Diskussion der in dieser Arbeit verwendeten Modelle.
3.2 U¨berblick u¨ber theoretische Ansa¨tze zur Lo¨sung der
Schro¨dingergleichung
3.2.1 S-Matrix-Theorie
Innerhalb der S-Matrix-Theorie [55,102,201] werden U¨bergangsamplituden zwischen bestimm-
ten Anfangs- und Endzusta¨nden unter der Wechselwirkung eines Streupotentials berechnet. Eine
S-Matrix-Reihe besteht dann aus einer Summe von verschiedenen U¨bergangsamplituden. In der
ersten Ordnung wird der U¨bergang aus einem Anfangszustand in einen Endzustand durch ein
Streupotential beschrieben. Der Term zweiter Ordnung beschreibt den U¨bergang durch zwei
zeitlich aufeinander folgende Wechselwirkungen. Entsprechend sind die Terme ho¨herer Ordnung
zu interpretieren. Die nichtsequentielle Doppelionisation im Ru¨ckstreumodell beinhaltet zwei
Wechselwirkungen, zuna¨chst diejenige eines Elektrons mit dem Laserfeld und anschließend die
Elektron-Elektron-Wechselwirkung, die zur Doppelionisation fu¨hrt. Somit kann man die nichtse-
quentielle Doppelionisation mit der S-Matrix-Theorie in zweiter Ordnung beschreiben. Das wur-
de erfolgreich fu¨r verschiedene Atome und Moleku¨le getan, z.B. in [55,57,74,102,187,201–203].
37
Auch die Mehrfachionisation durch Ru¨ckstreuung konnte mit der S-Matrix-Theorie beschrieben
werden [204].
3.2.2 Klassische Na¨herung
Statt die Schro¨dingergleichung zu lo¨sen, gab es auch Bemu¨hungen, das Pha¨nomen der nichtse-
quentiellen Doppelionisation klassisch zu lo¨sen. Vorreiter war die Gruppe um Eberly [44,205,206].
Dabei wird die Schro¨dingergleichung durch gekoppelte Newtongleichungen fu¨r die beiden Elek-
tronen mit den gleichen Potentialen ersetzt. Man startet die Simulationen mit einem Ensemble
von 105-106 verschiedenen Elektronenkonfigurationen und wertet die Trajektorien statistisch aus.
Tatsa¨chlich lassen sich einige Charakteristika der Doppelionisation wie z.B. der Mechanismus
der korrelierten Emission nach Ru¨ckstreuung identifizieren. Der numerische Aufwand ist durch
die große Anzahl der mo¨glichen Anfangsbedingungen vergleichbar mit quantenmechanischen
Rechnungen in reduzierten Dimensionen (siehe na¨chster Abschnitt).
Andere klassische Rechnungen betrachten nur einzelne Schritte der nichtsequentiellen Dop-
pelionisation. So wird in [73,207] nur der letzte Schritt, na¨mlich der Zerfall des hochangeregten
Atomzustandes nach der Ru¨ckstreuung klassisch behandelt. Durch Analyse der Sattelpunkte des
kombinierten Laser-, Kern- und Elektronenpotentials ko¨nnen die Vorzugsrichtungen der Elek-
tronen nach der Ru¨ckstreuung und somit die Mechanismen identifiziert werden. Diese Analyse
wurde auch auf die Dreifachionisation von Atomen angewandt [208].
3.2.3 Numerische Integration der Schro¨dingergleichung
Im Gegensatz zu den oben diskutierten Verfahren hat die numerische Integration der Schro¨din-
gergleichung den Vorteil, dass alle Wechselwirkungen in allen Ordnungen in der Rechnung ent-
halten sind. Die Lo¨sung der sechsdimensionalen Schro¨dingergleichung (3.12) ist sehr aufwendig.
Fu¨r den Fall der Wechselwirkung von Atomen mit linear polarisierten Laserfeldern reduziert sich
die Zahl der Freiheitsgrade durch die Zylindersymmetrie der Schwerpunktkoordinate auf fu¨nf.
Im letzten Jahrzehnt gelang es in der Gruppe um Taylor, solche quantenmechanischen Rech-
nungen fu¨r Heliumatome durchzufu¨hren [48,51,209–212]. Dabei wurde die Elektronenwellenfunk-
tion durch ein Gitter fu¨r die Elektronenabsta¨nde r1 und r2 und durch Basisfunktionen fu¨r die
individuellen Elektronendrehimpulse l1 und l2 sowie fu¨r den Gesamtdrehimpuls L repra¨sentiert.
Experimentelle Daten wie Impulsverteilungen konnten sehr gut reproduziert, die physikalischen
Mechanismen jedoch nicht extrahiert werden. Zudem sind erst seit kurzer Zeit Ergebnisse fu¨r
eine Wellenla¨nge von 800 nm vero¨ffentlicht worden [212,213].
Um in relativ kurzer Rechenzeit Ergebnisse und eine Vorstellung der Ionisationsmechanis-
men zu erhalten, wurde vielfach die Elektronenbewegung auf wenige Dimensionen beschra¨nkt.
Sogenannte 1D-Modelle, bei denen die Bewegung der Elektronen auf eine Dimension entlang
der Polarisationsachse des Laserfeldes reduziert wurde, waren sehr erfolgreich in der Beschrei-
bung von Einelektronenprozessen wie z.B. fu¨r die Above-Threshold Ionization [39]. Somit lag es
nahe, diese Na¨herung auch fu¨r Doppelionisation [42,214,215] und Mehrfachionisation [43] zu ver-
wenden. Die Kniestruktur in der Doppelionisationsausbeute (siehe Abbildung 2.8) konnte dabei
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reproduziert werden, nicht jedoch die typischen Strukturen der Impulsverteilungen. Die Ursa-
che dafu¨r lag in der Beschra¨nkung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung auf eine Dimension.
Wa¨hrend die Elektronenbewegung durch Wechselwirkung mit dem linear polarisierten Laserfeld
vorzugsweise entlang der Polarisationsachse verla¨uft, wodurch die Reduzierung der Dimensionen
der Elektronenbewegung motiviert ist, besitzt die Elektron-Elektron-Wechselwirkung keine Vor-
zugsrichtung. In Experimenten in Argon [186] wurde festgestellt, dass bei der Doppelionisation
beide Elektronen bevorzugt zur gleichen Seite des Kerns bezu¨glich der Polarisationsachse und mit
gleicher Impulskomponente entlang der Polarisationsachse emittiert werden. Im 1D-Modell ist
das jedoch aufgrund der Coulombabstoßung der Elektronen nicht mo¨glich. Das eindimensionale
Modell wurde ku¨rzlich auch durch Einbeziehung von bewegten Kernen [216, 217] erweitert. Es
zeigte sich, dass die relative Sta¨rke verschiedener Doppelionisationsmechanismen untereinander
vom Kernabstand abha¨ngen.
Ein sehr interessantes modifiziertes eindimensionales Modell fu¨r die Elektronen wurde in [45]
pra¨sentiert. Dabei wurde die Elektronenbewegung allerdings nicht in Richtung der Polarisati-
onsachse beschra¨nkt. Die Elektronen konnten sich stattdessen auf eindimensionalen Bahnen in
einem bestimmten Winkel zueinander bewegen. Dieser Winkel ergab sich aus einer klassischen
Sattelpunktrechnung [73,207,218]. Damit ist es mo¨glich, die gleichzeitige Emission beider Elek-
tronen qualitativ korrekt zu modellieren. Allerdings werden Mechanismen wie Einfachionisation
und RESI, deren Elektronenbewegungen parallel zur Polarisationsachse verlaufen, nicht korrekt
beschrieben.
Außer den hier besprochenen Ansa¨tzen zur Beschreibung der Wechselwirkung von Atomen
und Moleku¨len mit intensiven Laserfeldern und insbesondere der Doppelionisation gibt es noch
weitere wie z.B. die Dichtefunktionaltheorie [60–62] oder semiklassische Modelle [75,76,219], bei
denen der erste Schritt, die Ionisation des Atoms oder Moleku¨ls, mit Hilfe der ADK-Theorie
bestimmt wird und die anschließende Propagation klassisch erfolgt.
3.3 Modell fu¨r H2
Wie in Abschnitt 3.1 beschrieben wurde, ist der numerische Aufwand zur Lo¨sung der vollen
elektronischen Schro¨dingergleichung sehr groß. Ziel der vorliegenden Arbeit war es dennoch, ak-
kurate quantenmechanische Berechnungen durchzufu¨hren. Dabei sollten die Wechselwirkungen
zwischen den einzelnen Teilchen in allen Ordnungen erfasst bleiben. Um die folgende Reduzie-
rung der Dimensionalita¨t zu motivieren, wird der Zwei-Elektronen-Hamiltonoperator aus Glei-
chung (3.12) in Schwerpunkt- und Relativkoordinaten der beiden Elektronen transformiert. Die
Schwerpunktkoordinate der beiden Elektronen ist durch
~R =
~r1 + ~r2
2
(3.13)
und die Relativkoordinate durch
~r = ~r1 − ~r2 (3.14)
gegeben. Damit folgen unmittelbar der Schwerpunktimpuls
~P =M ~˙R = ~p1 + ~p2 (3.15)
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und der Relativimpuls
~p = µ~˙r =
~p1 − ~p2
2
(3.16)
mit der Gesamtmasse der Elektronen M = 2 a.u. und deren reduzierter Masse µ = 12 a.u. Der
modifizierte Hamiltonoperator lautet dann
H(~R,~r, t) = −1
4
∂2
∂R2
− ∂
2
∂r2
+
1
r
+
~iA(t)
c
∂
∂ ~R
− 1∣∣∣~R+ 12~r − 12 ~Rk∣∣∣ −
1∣∣∣~R+ 12~r + 12 ~Rk∣∣∣
− 1∣∣∣~R− 12~r − 12 ~Rk∣∣∣ −
1∣∣∣~R− 12~r + 12 ~Rk∣∣∣ (3.17)
Hierbei koppelt das Laserfeld u¨ber den Term i
~A(t)
c
∂
∂ ~R
nur an die Schwerpunktkoordinate der
Elektronen, wa¨hrend die Elektron-Elektron-Wechselwirkung durch die Relativkoordinate u¨ber
den Term 1r beschrieben wird. Im Rahmen dieser Arbeit wird nur auf die Wechselwirkung mit
linear polarisierten Laserfeldern
~A(t) = (0, 0, Az(t)) (3.18)
eingegangen. Wie aus fru¨heren Arbeiten bekannt (z.B. [39,102]), sind die Elektron-Laser-Wech-
selwirkung und die Elektron-Elektron-Wechselwirkung die beiden dominierenden Wechselwir-
kungen im Prozess der Doppelionisation. Das motiviert die folgende Na¨herung. Der Schwerpunkt
der beiden Elektronen bewegt sich vornehmlich eindimensional entlang der Polarisationsrichtung
des Laserfeldes. Somit du¨rfte die Beschra¨nkung der Schwerpunktkoordinate der Elektronen auf
eine Dimension entlang der Polarisationsrichtung [220]
~R −→ Z (3.19)
sinnvoll sein, womit sich die Komplexita¨t des Hamiltonoperators (3.17) auf vier Dimensio-
nen reduziert. Diese Na¨herung beeinflusst weder die Elektron-Laser-Wechselwirkung noch die
Elektron-Elektron-Wechselwirkung. Letztere bleibt in voller Dimensionalita¨t erhalten. Gena¨hert
wird lediglich die Elektron-Kern-Wechselwirkung. Einige weitere Konsequenzen seien bereits hier
erla¨utert, obwohl darauf noch na¨her in Kapitel 4 eingegangen wird. Durch die Beschra¨nkung des
Schwerpunktes auf die Polarisationsachse ist die Bewegung der Elektronen bezu¨glich der Pola-
risationsachse immer symmetrisch. Wird ein einzelnes Elektron emittiert, so geschieht das in
dieser Na¨herung immer entlang der Polarisationsachse. Selbst wenn dieses Elektron weit vom
verbleibenden Ion entfernt ist, bleibt seine Bewegung durch die starke Bindung des verblei-
benden Elektrons an die beiden Kerne auf die Polarisationsachse beschra¨nkt. Zudem wird eine
gleichzeitige Emission beider Elektronen unabha¨ngig von den Energien beider Elektronen immer
symmetrisch bezu¨glich der Polarisationsachse erfolgen. Die Frage der Gu¨ltigkeit dieser Na¨herung
la¨sst sich im Vergleich mit experimentellen Daten ermitteln. Die Reduzierung der Dimensiona-
lita¨t ist wie in den in Abschnitt 3.2.3 besprochenen 1D-Modellen motiviert. Allerdings wurde
die Elektron-Elektron-Wechselwirkung nicht beschra¨nkt, so dass z.B. die gleichzeitige Emission
beider Elektronen zu einer Seite der Kerne mit gleicher Impulskomponente entlang der Polarisa-
tionsachse mo¨glich ist. In diesem Fall wird durch die Coulombabstoßung der Abstand senkrecht
zur Polarisationsachse gro¨ßer.
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Die numerischen Ergebnisse dieser Arbeit sind in zwei große Abschnitte geteilt. Der Schwer-
punkt von Kapitel 4 liegt auf der Identifizierung und Charakterisierung der Hauptmechanis-
men, die zur Doppelionisation von molekularem Wasserstoff beitragen. In Kapitel 5 wird eine
quantitative Untersuchung vorgenommen. Dabei werden zwei verschiedene Modelle des Wasser-
stoffmoleku¨ls angewendet, die auf der oben angefu¨hrten Na¨herung der Schwerpunktbewegung
basieren.
3.4 Zylindrisches Modell fu¨r H2
Fu¨r die Identifizierung der Mechanismen der Doppelionisation in Kapitel 4 wird nur der Spezi-
alfall betrachtet, dass die Moleku¨lachse parallel zur Polarisationsrichtung des Laserfeldes ausge-
richtet ist. In diesem Fall besitzt das System eine Rotationssymmetrie bezu¨glich der gemeinsa-
men Moleku¨l- und Laserpolarisationsachse. Die Wahl von Zylinderkoordinaten fu¨r die Relativ-
koordinaten der Elektronen ist somit zweckma¨ßig, da sowohl der Hamiltonoperator als auch der
Grundzustand des Wasserstoffmoleku¨ls nicht vom Polarwinkel abha¨ngen. Die Transformation in
Zylinderkoordinaten lautet
x = ρ cos θ, (3.20)
y = ρ sin θ, (3.21)
z = z. (3.22)
ρ bezeichnet den Abstand der Elektronen senkrecht zur Polarisationsachse und θ gibt den Winkel
in der x-y-Ebene zu einer festen, frei wa¨hlbaren Achse in dieser Ebene an. Setzt man diese
Transformation in Gleichung (3.17) unter Beru¨cksichtigung der Na¨herung (3.19) ein, ergibt sich
H(Z, ρ, z, t) = −1
4
∂2
∂Z2
− ∂
2
∂ρ2
− 1
ρ
∂
∂ρ
− ∂
2
∂z2
+
iAz(t)
c
∂
∂Z
+
1√
ρ2 + z2
− 1√(
Z + Rk2 +
z
2
)2
+ ρ
2
4 + a
2
− 1√(
Z − Rk2 + z2
)2
+ ρ
2
4 + a
2
(3.23)
− 1√(
Z + Rk2 − z2
)2
+ ρ
2
4 + a
2
− 1√(
Z − Rk2 − z2
)2
+ ρ
2
4 + a
2
Durch die Einfu¨hrung des Parameters a2 kann man die Grundzustandsenergie des Systems va-
riieren. Dieses Potential wird Soft-Coulomb-Potential genannt und wurde erstmals in [39] ein-
gefu¨hrt, um die auftretenden Effekte bei der Wechselwirkung von Wasserstoffatomen mit starken
Laserfeldern zu untersuchen. In dieser Form wird der Hamiltonoperator in den numerischen Si-
mulationen verwendet.
Das verwendete Elektronenkoordinatensystem ist in Abbildung 3.1 schematisch dargestellt.
Die beiden Kerne (blaue Punkte) liegen fest im Abstand Rk entlang der Laserpolarisationsachse
~ǫ. Als Koordinatenursprung wurde der Schwerpunkt der beiden Kerne gewa¨hlt. Die beiden Elek-
tronen (rote Punkte) haben den Abstand z entlang und ρ senkrecht zur Polarisationsrichtung.
Der Schwerpunkt (CM) der Elektronen ist auf die Polarisationsachse beschra¨nkt und hat vom
Ursprung den Abstand Z.
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Abbildung 3.1: Illustration der verwendeten Koordinaten fu¨r das zylindrische Modell: Die blauen Punk-
te geben die Positionen der Kerne wieder, r1 und r2 sind die Koordinaten der Elek-
tronen (rote Punkte). Die Schwerpunktbewegung der Elektronen (CM) ist auf die Po-
larisationsachse des Laserfeldes ~ǫ beschra¨nkt. Auf dieser Achse liegen auch die Kerne.
Z bezeichnet die Schwerpunktkoordinate der Elektronen, z die Relativkoordinate der
Elektronen parallel und ρ die Relativkoordinate der Elektronen senkrecht zur Polarisa-
tionsachse.
3.5 Planares Modell fu¨r H2
In Kapitel 5 werden die Doppelionisationsmechanismen fu¨r zwei Ausrichtungen der Moleku¨lachse
zur Laserpolarisationsachse, na¨mlich parallel und senkrecht, miteinander verglichen. Bei senk-
rechter Ausrichtung liegt keine Zylindersymmetrie vor, so dass die Wellenfunktion innerhalb des
zylindrischen Modells zusa¨tzlich vom relativen Polarwinkel der Elektronen θ abha¨ngt. Da jedoch
der numerische Aufwand vergleichbar groß mit dem des zylindrischen Modells sein sollte, wur-
de ein alternatives Modell genutzt. Hierbei wird die Bewegung der Elektronen auf eine Ebene
und wie im zylindrischen Modell die Schwerpunktkoordinate der Elektronen auf eine Dimension
entlang der Laserpolarisationsrichtung beschra¨nkt. Die entsprechenden Koordinatensysteme fu¨r
die Orientierungen der Moleku¨lachse parallel bzw. senkrecht zur Polarisationsachse sind in Ab-
bildung 3.2 dargestellt. Der entsprechende Hamiltonoperator fu¨r das planare H2-Modell lautet
H(Z, x, z, t) = −1
4
∂2
∂Z2
− ∂
2
∂x2
− 1
x
∂
∂x
− ∂
2
∂z2
+
iAz(t)
c
∂
∂Z
+
1√
x2 + z2
− 1√(
Z + z2 +
Rk cosΘ
2
)2
+ (x+Rk sinΘ)
2
4 + a
2
planar
− 1√(
Z − z2 + Rk cosΘ2
)2
+ (x+Rk sinΘ)
2
4 + a
2
planar
− 1√(
Z + z2 − Rk cosΘ2
)2
+ (x−Rk sinΘ)
2
4 + a
2
planar
− 1√(
Z − z2 − Rk cosΘ2
)2
+ (x−Rk sinΘ)
2
4 + a
2
planar
. (3.24)
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Abbildung 3.2: Illustration der verwendeten Koordinaten fu¨r das planare Modell: Die blauen Punkte
geben die Positionen der Kerne wieder, r1 und r2 sind die Koordinaten der Elektronen
(rote Punkte). Die Schwerpunktbewegung der Elektronen (CM) ist auf die Polarisati-
onsachse des Laserfeldes ~ǫ beschra¨nkt. Die Kerne liegen entweder a) parallel oder b)
senkrecht zur Polarisationsachse. Z bezeichnet die Schwerpunktkoordinate der Elektro-
nen, z die Relativkoordinate der Elektronen parallel und x die Relativkoordinate der
Elektronen senkrecht zur Polarisationsachse.
Θ bezeichnet den Winkel zwischen der Polarisationsachse des Laserfeldes und der Moleku¨lach-
se. Bei paralleler Orientierung (Abbildung 3.2a)) ist Θ = 0 und bei senkrechter Ausrichtung
(Abbildung 3.2b)) gilt Θ = π2 . Der Unterschied zwischen zylindrischem und planarem Modell
bei der Ausrichtung der Moleku¨lachse parallel zur Polarisationsachse des Laserfeldes besteht
lediglich in der Beschra¨nkung der Relativkoordinate senkrecht zur Polarisationsachse. Somit ist
auch die Elektron-Elektron-Wechselwirkung auf einen Ebene beschra¨nkt, was zu einer erho¨hten
Elektronenkorrelation fu¨hrt. Das kann zwar zu einem quantitativen Unterschied der einzelnen
Ionisationswahrscheinlichkeiten fu¨hren, qualitative Unterschiede sind jedoch nicht zu erwarten.
3.6 Das Modell des Wasserstoffmoleku¨lions
Fu¨r die Interpretation einiger Ergebnisse zur Ionisation wurden Testrechnungen anhand des H+2 -
Ions durchgefu¨hrt. Dieses wird ebenso in den oben diskutierten Modellen behandelt. Dazu wurde
in den Hamiltonoperatoren (3.23) und (3.24) die Terme der Elektron-Elektron-Wechselwirkung
vernachla¨ssigt. Somit lautet der modifizierte Hamiltonoperator fu¨r das zylindrische Modell
HH+2
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4
∂2
∂Z2
− ∂
2
∂ρ2
− 1
ρ
∂
∂ρ
− ∂
2
∂z2
+
iAz(t)
c
∂
∂Z
− 1√(
Z + Rk2 +
z
2
)2
+ ρ
2
4 + a
2
− 1√(
Z − Rk2 + z2
)2
+ ρ
2
4 + a
2
(3.25)
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2
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.
Der Hamiltonoperator fu¨r planares H+2 ergibt sich analog. Hiermit wird ein System zweier
nicht miteinander wechselwirkender Elektronen beschrieben. Die Elektronen wechselwirken so-
mit nur mit den Kernen und dem Laserfeld. Dadurch verhalten sie sich wie in einem H+2 -Ion.
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Allerdings ist zu beachten, dass die Eigenzusta¨nde dieses Systems Produktzusta¨nde zweier H+2 -
Eigenzusta¨nde eines einzelnen Elektrons sind und daher auch Kombinationen zweier Orbitale
unterschiedlicher Symmetrie auftreten ko¨nnen (z.B. ein Elektron in einem σg- und das ande-
ren in einem σu-Zustand). Die Beschreibung (3.25) zur Analyse der Ionisation von H
+
2 -Ionen
ist zudem nur sinnvoll, solange die (sequentielle) Doppelionisationswahrscheinlichkeit gegenu¨ber
der Einfachionisationswahrscheinlichkeit vernachla¨ssigbar klein ist, da im realen H+2 -Ion nur ein
Elektron emittiert werden kann. Bei sa¨mtlichen Betrachtungen wurden die Ergebnisse dieser
Berechnungen auf ein Elektron skaliert, um Vergleiche mit dem realen Wasserstoffmoleku¨lion zu
erhalten. Weitere Konsequenzen des Modells werden in den folgenden beiden Kapiteln 4 und 5
behandelt.
3.7 Numerische Lo¨sung der Schro¨dingergleichung
In diesem Abschnitt wird die in dieser Arbeit angewandte Methode zur Lo¨sung der Schro¨din-
gergleichung
i
∂
∂t
Ψ(~l, t) = H(~l, t)Ψ(~l, t) (3.26)
mit einem beliebigen Satz ~l unabha¨ngiger Koordinaten erla¨utert.
3.7.1 Gitterparameter
Die Wellenfunktion Ψ in der Gleichung (3.1) ha¨ngt in den beiden beschriebenen Modellen fu¨r
das Wasserstoffmoleku¨l von den drei unabha¨ngigen Koordinaten Z, z und ρ bzw. x ab. Verwen-
det wird daher ein endliches dreidimensionales Gitter, wobei jede Dimension eine Koordinate
repra¨sentiert. Fu¨r jede Dimension l gibt es die Parameter Anzahl der Gitterpunkte Nl und Ab-
stand benachbarter Gitterpunkte ∆l. Fu¨r die numerischen Rechnungen in dieser Arbeit waren
diese Parameter wa¨hrend der zeitlichen Propagation konstant. Die Gro¨ße dieser Parameter wird
im Wesentlichen durch die Dynamik des Systems bestimmt. Die Anzahl der Gitterpunkte muss
groß genug sein, um die wesentlichen physikalischen Prozesse zu erfassen. Wie im folgenden
Abschnitt gezeigt wird, ist die Ru¨ckstreuung der Hauptmechanismus fu¨r die Doppelionisation
in H2 bei den hier verwendeten Laserparametern. Dabei wird ein Elektron emittiert, das spa¨ter
zum verbleibenden Ion zuru¨ckkehrt. Zwischen Emission und Ru¨ckkehr bewegt es sich nahezu frei
im oszillierenden Laserfeld. Um den Mechanismus vollsta¨ndig analysieren zu ko¨nnen, muss das
Gitter so groß gewa¨hlt werden, dass die auslaufenden und anschließend wieder zum Ion zuru¨ck-
kehrenden Elektronenwellenpakete die gesamte Zeit bis zur Ru¨ckstreuung vollsta¨ndig auf dem
Gitter bleiben. Als ausreichend hat sich eine Gittergro¨ße vom doppelten Quiverradius (2E0/ω
2,
siehe Gleichung (C.25)) erwiesen.
Der no¨tige Gitterpunktabstand wird durch die auftretenden Elektronenimpulse bestimmt.
Die gro¨ßte Frequenz, die durch das Gitter noch eindeutig beschrieben werden kann, wird wie
folgt ermittelt. In der Funktion sin (p · freq) mit dem Impuls p ist freq noch dann eindeutig,
wenn die Werte an den Gitterpunkten abwechselnd 1 und -1 sind. Das heißt, eine Periode ist
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2∆l lang. Daraus folgt
pmax,l =
π
∆l
. (3.27)
Die tatsa¨chlich auftretenden Impulse werden, wie im folgenden Abschnitt beschrieben wird,
durch eine Differenzengleichung gena¨hert. Der Impulsoperator angewandt auf die Wellenfunktion
an einem Gitterpunkt m ist definiert durch
plΨm = i
∂
∂l
Ψm ≈ Ψm+1 −Ψm−1
2∆l
. (3.28)
Es zeigt sich, dass der tatsa¨chlich auftretende maximale Impuls wegen der numerischen Ge-
nauigkeit etwa um einen Faktor zwei kleiner als der maximal auf dem Gitter darstellbare sein
sollte. Den relevanten maximalen Impuls kann man anhand der maximalen Ru¨ckkehrenergie
(Gleichungen (C.23) und (C.24)) und der maximalen Driftgeschwindigkeit (Gleichung (C.27))
aus dem Ru¨ckstreumodell abscha¨tzen. Die Parameter in dieser Arbeit sind so gewa¨hlt, dass der
Impuls diese Bedingung erfu¨llt.
Um numerische Probleme wie Reflexionen an den Gitterra¨ndern zu vermeiden, mu¨ssen Teile
der Wellenfunktion, die den Rand des Gitters erreichen, geeignet absorbiert werden. Um diese
Anteile zu erfassen, wurde die Wellenfunktion nach einer bestimmten Zahl von Zeitschritten fu¨r
alle Koordinaten l wa¨hrend der Simulationen mit einer Funktion der Art
M(l) = cosal
(
π(l − l0)
2(lmax − l0)
)
fu¨r l0 < l < lmax (3.29)
multipliziert. Dabei ist lmax der Punkt am Gitterrand und al ein frei wa¨hlbarer Koeffizient,
wobei sich al =
1
2 als sinnvoll erwies und daher verwendet wurde. Die Ausdehnung der Mas-
kenfunktion lmax − l0 betrug jeweils 10% der Gitterausdehnung. Fortlaufend wurde nach je 20
Zeitschritten (=1 a.u.) die Wellenfunktion mit dieser Maskenfunktion multipliziert. Innerhalb
dieser Zeitspanne traten keine signifikanten Reflexionen an den Gitterra¨ndern auf. Durch einen
Vergleich der Wellenfunktionen vor und nach der Multiplikation mit der Maskenfunktion la¨sst
sich der absorbierte Teil ortsabha¨ngig bestimmen.
3.7.2 Crank-Nicholson-Methode
Die numerische Propagation der Wellenfunktion wurde mit der Crank-Nicholson-Methode [221,
222] durchgefu¨hrt. Die wesentlichen Punkte werden im Folgenden anhand eines allgemeinen
Hamiltonoperators erla¨utert. Die Crank-Nicholson-Methode ist eine unita¨re, norm- und ener-
gieerhaltende, stabile Methode zur Lo¨sung der Schro¨dingergleichung mit einer Genauigkeit der
zweiten Ordnung in Zeit und Raum. Fu¨r kleine Zeitschritte ∆t la¨sst sich die formale Lo¨sung der
Schro¨dingergleichung
Ψ(t+∆t) = e−i
R t+∆t
t
H(t′)dt′Ψ(t) (3.30)
als
Ψ(t+∆t) ≈ e−iH(t)∆tΨ(t) (3.31)
45
anna¨hern. Der Zeitentwicklungsoperator la¨sst sich dann in folgender Form (Cayley-Form) schrei-
ben:
U(t) = e−iH(t)∆t ≈ 1−
i
2H(t)∆t
1 + i2H(t)∆t
. (3.32)
Man erha¨lt diese Relation aus einer Taylorreihenentwicklung. Daraus ergibt sich(
1 +
i
2
H(t)∆t
)
Ψ(t+∆t) =
(
1− i
2
H(t)∆t
)
Ψ(t). (3.33)
Betrachtet wird nun ein Hamiltonoperator H, der von der Ortskoordinate x sowie deren erster
und zweiter Ableitung gema¨ß
H = A(x, y)
∂2
∂x2
+B(x, y)
∂
∂x
+ V (x, y), (3.34)
abha¨ngt. Die mo¨gliche Zeitabha¨ngigkeit des Potentials V wird der U¨bersichtlichkeit wegen weg-
gelassen. y bezeichnet dabei alle anderen Ortskoordinaten. Einsetzen in Gleichung (3.33) ergibt
Ψn(t+∆t) + i
∆t
2
(
An(y)
Ψn+1(t+∆t)− 2Ψn(t+∆t) + Ψn−1(t+∆t)
(∆x)2
+Bn(y)
Ψn+1(t+∆t)−Ψn−1(t+∆t)
2∆x
+ Vn(y)Ψn(t+∆t)
)
= Ψn(t)− i∆t
2
(
An(y)
Ψn+1(t)− 2Ψn(t) + Ψn−1(t)
(∆x)2
+Bn(y)
Ψn+1(t)−Ψn−1(t)
2∆x
+ Vn(y)Ψn(t)
)
. (3.35)
n ist der Index des Gitterpunktes in x-Richtung. Gleichung (3.35) fu¨hrt zu folgendem linearen
Gleichungssystem:


2X1 3X1 0 0 · · · 0 0 0
1X2 2X2 3X2 0 · · · 0 0 0
0 1X3 2X3 3X3 · · · 0 0 0
...
...
...
...
. . .
...
...
...
0 0 0 0 · · · 1XN−1 2XN−1 3XN−1
0 0 0 0 · · · 0 1XN 2XN




Ψ1(t+∆t)
Ψ2(t+∆t)
Ψ3(t+∆t)
...
ΨN−1(t+∆t)
ΨN (t+∆t)


=


2Y1 3Y1 0 0 · · · 0 0 0
1Y2 2Y2 3Y2 0 · · · 0 0 0
0 1Y3 2Y3 3Y3 · · · 0 0 0
...
...
...
...
. . .
...
...
...
0 0 0 0 · · · 1YN−1 2YN−1 3YN−1
0 0 0 0 · · · 0 1YN 2YN




Ψ1(t)
Ψ2(t)
Ψ3(t)
...
ΨN−1(t)
ΨN (t)


,
(3.36)
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wobei N die Gesamtzahl der Gitterpunkte in x-Richtung bezeichnet und
1Xn =
i∆t
2(∆x)2
An(y)− i∆t
4∆x
Bn(y), (3.37)
2Xn = 1− i∆t
(∆x)2
An(y) +
i∆t
2
Vn(y), (3.38)
3Xn =
i∆t
2(∆x)2
An(y) +
i∆t
4∆x
Bn(y), (3.39)
1Yn = − i∆t
2(∆x)2
An(y) +
i∆t
4∆x
Bn(y), (3.40)
2Yn = 1 +
i∆t
(∆x)2
An(y)− i∆t
2
Vn(y), (3.41)
3Yn = − i∆t
2(∆x)2
An(y)− i∆t
4∆x
Bn(y) (3.42)
fu¨r n = 1, ..., N . Dieses la¨sst sich sehr effizient mit dem Substitutions-/Ru¨cksubstitutionsalgo-
rithmus lo¨sen [223,224]. Aus der ersten Zeile von (3.36) erha¨lt man Ψ1(t+∆t) in Abha¨ngigkeit
von Ψ2(t + ∆t). Nach Einsetzen dieser Relation in die zweite Zeile erha¨lt man Ψ2(t + ∆t) in
Abha¨ngigkeit von Ψ3(t + ∆t). Nach weiterem sukzessiven Einsetzen erha¨lt man aus der vor-
letzten Zeile ΨN−1(t+∆t) in Abha¨ngigkeit von ΨN (t+∆t). Nach Einsetzen in die letzte Zeile
erha¨lt man das Ergebnis fu¨r ΨN (t + ∆t). Durch sukzessive Ru¨cksubstitution erha¨lt man dann
alle anderen Ψi(t + ∆t). Ein Nachteil dieser Methode besteht darin, dass prinzipiell bei der
Substitution ein Nenner der Gro¨ße Null auftauchen kann. Dieses Problem trat bei den numeri-
schen Rechnungen in dieser Arbeit aber nicht auf. Durch Algorithmen mit Pivotisierung la¨sst
sich dieses Problem umgehen [224]. Die entsprechenden Werte der Koeffizienten A, B und V im
allgemeinen Hamiltonoperator (3.34) ko¨nnen aus den Hamiltonoperatoren fu¨r die Modelle des
Wasserstoffmoleku¨ls (Gleichungen (3.23) bzw. (3.24)) ermittelt werden.
Die Crank-Nicholson-Methode ist unita¨r fu¨r hermitesche Hamiltonoperatoren, da
〈Ψ(t+∆t)| Ψ(t+∆t)〉 ≈
〈
e−iH(t)∆tΨ(t)
∣∣∣ e−iH(t)∆tΨ(t)〉
≈
〈
1− i2H(t)∆t
1 + i2H(t)∆t
Ψ(t)
∣∣∣∣∣ 1−
i
2H(t)∆t
1 + i2H(t)∆t
Ψ(t)
〉
=
〈
Ψ(t)
∣∣∣∣∣1 +
i
2H(t)∆t
1− i2H(t)∆t
1− i2H(t)∆t
1 + i2H(t)∆t
∣∣∣∣∣Ψ(t)
〉
= 〈Ψ(t)| Ψ(t)〉 . (3.43)
Analog folgt die Energieerhaltung.
3.7.3 Randbedingungen
An den Endpunkten des Gitters mu¨ssen einige Modifikationen bei der Crank-Nicholson-Methode
vorgenommen werden. Fu¨r x −→ ±∞ soll die Wellenfunktion verschwinden. Somit gilt fu¨r die
Wellenfunktion mit kartesischer Koordinate x die Randbedingung
Ψx0 = Ψ
x
N+1 = 0. (3.44)
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Zu implementieren ist das am einfachsten durch die Erweiterung des Gitters um einen Punkt an
beiden Enden, wobei die Wellenfunktion dort immer Null gesetzt wird. Der Hamiltonoperator
(3.23) ist symmetrisch bezu¨glich der Transformation ρ −→ −ρ. Die entsprechende Randbedin-
gung in dieser Koordinate ist somit
Ψρ0 = Ψ
ρ
1, (3.45)
was unmittelbar zu
2X
ρ
1 = 1−
i∆t
2(∆ρ)2
Aρ1(y)−
i∆t
4∆ρ
Bρ1(y) +
i∆t
2
V ρ1 (y), (3.46)
2Y
ρ
1 = 1 +
i∆t
2(∆ρ)2
Aρ1(y) +
i∆t
4∆ρ
Bρ1(y)−
i∆t
2
V ρ1 (y), (3.47)
(3.48)
fu¨hrt.
3.7.4 Crank-Nicholson-Methode in mehreren Dimensionen
Zur Lo¨sung der Schro¨dingergleichung in zwei Dimensionen muss der Hamiltonoperator in die
Form
H = Hx +Hy (3.49)
aufgespalten werden, wobei die Potentialterme, die von mehreren Koordinaten abha¨ngen, am
besten symmetrisch aufgespalten werden. Die Aufspaltung bei mehr als zwei Dimensionen ist
analog. Die Zeitentwicklung wird gema¨ß
U(∆t) = Uy
(
∆t
2
)
Ux(∆t)Uy
(
∆t
2
)
, (3.50)
durchgefu¨hrt. Die Genauigkeit ist von der Ordnung (∆t)3, wie man anhand der Baker-Campbell-
Hausdorff-Formel [225]
eA+B = eAeBe−
1
2
[A,B]e−
1
12
([A,[A,B]]+[B,[B,A]]) . . . (3.51)
sehen kann. Die Gesamtheit der Terme e−
1
2
[A,B] ergibt bei der Aufspaltung (3.50) mit A =
Tx +
1
2V (x, y) und B = Ty +
1
2V (x, y) Null.
3.8 Berechnung von Eigenzusta¨nden
Werden Experimente mit Atomen oder Moleku¨len in intensiven Laserfeldern durchgefu¨hrt, star-
tet man im Allgemeinen mit dem Grundzustand des betreffenden Systems, da dieser energetisch
am niedrigsten und das System damit leicht in diesem Zustand zu pra¨parieren ist. Fu¨r eine theo-
retische Simulation beno¨tigt man deshalb den Grundzustand des Modellsystems. Im Folgenden
wird kurz die Methode beschrieben, mit der sukzessive die energetisch niedrigsten Eigenzusta¨nde
eines Systems erhalten werden ko¨nnen.
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Sind die Energieeigenzusta¨nde eines Systems diskret, la¨sst sich die Wellenfunktion nach die-
sen Eigenzusta¨nden entwickeln:
|Ψ〉 =
∑
n
〈Ψn |Ψ〉 |Ψn〉 . (3.52)
Die Zeitentwicklung fu¨r kurze Zeitschritte ∆t la¨sst sich wie folgt ausdru¨cken:
|Ψ(t+∆t)〉 =
∑
n
e−iEn∆t 〈Ψn |Ψ(t)〉 |Ψn〉 . (3.53)
Jeder Eigenzustand |Ψn(t)〉 besitzt eine entsprechende Energie En. Geht man nun zu imagina¨ren
Zeiten u¨ber (∆t → −i∆t) und propagiert |Ψ(−it)〉, so werden die Anteile der einzelnen Eigen-
zusta¨nde exponentiell kleiner. Der Exponent e−Eit ha¨ngt von der entsprechenden Energie des
Eigenzustandes ab. Der Anteil mit der niedrigsten Energie (Grundzustand) verschwindet am
langsamsten. Renormiert man nun nach jedem Zeitschritt die Wellenfunktion gema¨ß
∣∣Ψ′(t)〉 = |Ψ(t)〉√〈Ψ(t) |Ψ(t)〉 , (3.54)
bleibt im Grenzfall t → ∞ genau der Anteil des Grundzustands u¨brig. Somit wa¨hlt man zur
Berechnung des Grundzustandes ein geeignetes Wellenpaket (z.B. gaußartig) und propagiert es
in der imagina¨ren Zeit wie oben beschrieben. Als Abbruchkriterium wa¨hlt man eine Schwelle
der Energiedifferenz der berechneten Zusta¨nde nach aufeinander folgenden Zeitschritten. Die
Berechnung angeregter Zusta¨nde verla¨uft vollkommen analog. In diesem Fall mu¨ssen in Glei-
chung (3.53) die entsprechenden Anteile aller energetisch tieferen Zusta¨nde abgezogen werden.
Fu¨r den k-ten angeregten Zustand muss dann entsprechend
|Ψ(t)〉 −
k−1∑
i=0
〈Ψi |Ψ(t)〉 |Ψi〉 (3.55)
mit imagina¨rer Zeit (t → −it) propagiert und renormiert werden [226]. Fu¨r Kontinuumseigen-
zusta¨nde ist die Summe in Gleichung (3.52) durch ein Integral zu ersetzen. In diesem Fall kann
man diese Methode nicht anwenden, da die Energie nach Ende der Berechnung durch das Ab-
bruchkriterium nur eine bestimmte numerische Genauigkeit besitzt und immer noch unendlich
viele Eigenzusta¨nde eine Energie innerhalb dieses Intervalls besitzen, womit der erhaltene Zu-
stand eine U¨berlagerung all dieser Zusta¨nde ist.
3.9 Interpretation der Wellenfunktionen
Im Laufe der numerischen Propagation entha¨lt die Wellenfunktion Ψ(Z, ρ, z, t) alle physika-
lisch relevanten Informationen. Da die Wellenfunktion selbst keine Messgro¨ße darstellt, mu¨ssen
zur Interpretation der physikalischen Prozesse geeignete Observablen wie Erwartungswerte und
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten berechnet werden. Die Definition eines Erwartungswertes eines
explizit zeitunabha¨ngigen Operators A lautet
〈A〉 (t) = 〈Ψ(t) |A|Ψ(t)〉〈Ψ(t) |Ψ(t)〉 . (3.56)
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Die entsprechende Umsetzung in der numerischen Simulation ist im Fall des zylindrischen Mo-
dells
〈A〉 (t) =
∫
ρdρdzdZΨ∗(Z, ρ, z, t)AΨ(Z, ρ, z, t)∫
ρdρdzdZΨ∗(Z, ρ, z, t)Ψ(Z, ρ, z, t)
, (3.57)
wobei das Integrationsvolumen je nach Art des Problems gewa¨hlt werden kann. Die Umsetzung
im planaren Modell erfolgt analog. Einige Beispiele fu¨r Erwartungswerte sind die Norm, die
Energie und die Absta¨nde der Elektronen parallel (〈|z|〉) und senkrecht (〈ρ〉 bzw. 〈|x|〉) zur
Polarisationsachse.
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten berechnen sich analog, indem man entsprechende In-
tegrationen in Gleichung (3.57) wegla¨sst. Zum Beispiel lautet der Ausdruck fu¨r die zweidimen-
sionale Aufenthaltswahrscheinlichkeit D(Z, z, t) im zylindrischen Modell
D(Z, z, t) =
∫
ρdρΨ∗(Z, ρ, z, t)Ψ(Z, ρ, z, t)∫
ρdρdzdZΨ∗(Z, ρ, z, t)Ψ(Z, ρ, z, t)
. (3.58)
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4 Mechanismen der Einfach- und
Doppelionisation: Zylindrisches Modell
In diesem Kapitel werden anhand der Ergebnisse von numerischen Simulationen die wesent-
lichen Mechanismen, die zu Einfach- und nichtsequentieller Doppelionisation von H2 in linear
polarisierten Laserfeldern fu¨hren, identifiziert und charakterisiert. Dabei ist das Moleku¨l parallel
zur Polarisationsachse ausgerichtet. Es wird das in Abschnitt 3.4 vorgestellte zylindrische Modell
fu¨r das Wasserstoffmoleku¨l verwendet.
4.1 Laserfeldparameter
Experimentelle Ergebnisse und theoretische Modelle (z.B. [55, 57, 182, 187]) zeigen, dass Ru¨ck-
streuung bei den in dieser Arbeit betrachteten Laserparametern der Hauptmechanismus fu¨r
Doppelionisation in Atomen und Moleku¨len darstellt. Um diesen Mechanismus mo¨glichst klar
identifizieren zu ko¨nnen, wurde der Laserpuls so gewa¨hlt, dass mindestens ein Ru¨ckstreuereignis
stattfindet. Ein weiteres Feldmaximum ist notwendig, um RESI zu identifizieren. Um U¨berlage-
rungen von aufeinander folgenden Ru¨ckstreuereignissen zu vermeiden, wurde ein Laserpuls der
Form
E(t) = E0 sin
2
(
ωt
2n
)
sin (ωt− nπ) (4.1)
mit der Zyklenzahl
n = 3 (4.2)
und der Frequenz
ω = 0.057 a.u., (4.3)
die einer Wellenla¨nge von 800 nm entspricht, gewa¨hlt. Die Intensita¨t des Laserfeldes fu¨r den
ersten Teil der Berechnungen ist
I = 3.0× 1014 W
cm2
. (4.4)
Sie liegt somit in dem Bereich, wo die experimentellen Daten nichtsequentielle Doppelionisation
vorhersagen. Schematisch zeigt Abbildung 4.1 die Amplitude des Laserfeldes als Funktion der
Zeit (schwarze Kurve). Die rote und blaue Kurve symbolisieren je eine Elektronentrajektorie.
Diese wurden durch numerische Integration der Newtongleichung fu¨r ein Elektron im Laserfeld
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Abbildung 4.1: Laserfeld nach Gleichung (4.1) als Funktion der Zeit (schwarze Linie). Die blaue und
rote Linie markieren typische Elektronentrajektorien vom Zeitpunkt der Emission bis
zur Ru¨ckstreuung. Die violetten Punkte repra¨sentieren die Zeitpunkte der korrelierten
Emission beider Elektronen nach Ru¨ckstreuung und die gru¨nen die Zeitpunkte, zu denen
RESI zu erwarten ist.
(4.1) erhalten. Das in der Na¨he des Feldmaximums bei t = 88 a.u. emittierte Elektron kehrt in
der Na¨he des Feldnulldurchgangs bei t = 166 a.u. zum verbleibenden H+2 -Ion zuru¨ck (rote Li-
nie) und kann die gleichzeitige Emission beider Elektronen bzw. die Anregung des Elektrons im
Ion auslo¨sen. Die Emission des angeregten Elektrons erfolgt dann mit großer Wahrscheinlichkeit
beim folgenden Feldmaximum t = 191 a.u. (gru¨ner Punkt). Analog kann ein beim Feldmaximum
t = 138 a.u. emittiertes Elektron in der Na¨he des u¨berna¨chsten Feldnulldurchgangs (t = 221 a.u.)
am Ion streuen. Das geschieht allerdings in entgegengesetzter Richtung, da das Vorzeichen der
Laserfeldamplitude zum Zeitpunkt der Ionisation entgegengesetzt im Vergleich zum vorherigen
Feldmaximum ist. RESI ist somit am folgenden Maximum t = 242 a.u. zu erwarten. Da diese
Mechanismen jeweils nur zweimal und zwar bei unterschiedlichen Vorzeichen der Laserfeldam-
plitude auftreten, sollte eine genaue Analyse der Mechanismen ohne den Einfluss vorheriger
Ru¨ckstreuereignisse mo¨glich sein.
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4.2 Numerische Details
In diesem Abschnitt werden numerische Details und einige Definitionen eingefu¨hrt. Zur Lo¨sung
der Schro¨dingergleichung (3.26) mit dem Hamiltonoperator (3.23) wurden die folgenden Gitter-
punktabsta¨nde und Gitterpunktzahlen verwendet.
∆Z = ∆ρ = ∆z = 0.5 a.u., (4.5)
∆t = 0.05 a.u., (4.6)
NZ = 250, (4.7)
Nz = 500, (4.8)
Nρ = 150. (4.9)
Die Dimensionen entlang der Polarisationsachse erstrecken sich symmetrisch um deren Ursprung.
Numerische Probleme an den Singularita¨ten des Elektron-Elektron-Coulomb-Potentials werden
von vornherein umgangen, indem der Koordinatenursprung zwischen zwei Gitterpunkten liegt.
Die Ausmaße des Gitters wurden so gewa¨hlt, dass der Quiverradius eines Elektrons (siehe Glei-
chung (C.25)) deutlich kleiner als die Ausmaße des Gitters ist. Somit sind Effekte, die durch
Ru¨ckkehr eines Elektronenwellenpaketes nach dessen Emission verursacht werden, vollsta¨ndig
beschreibbar.
Um Ionisationswahrscheinlichkeiten zu beschreiben, wird eine Definition von Einfach- und
Doppelionisation beno¨tigt. Der exakte Weg wa¨re eine Projektion auf alle H2- bzw. H
+
2 -Zusta¨nde
im Laserfeld. Allerdings ist es a¨ußerst schwierig, diese Zusta¨nde zu bestimmen, und zudem
beno¨tigt diese Analyse sehr viel Speicherplatz, da sa¨mtliche Zusta¨nde des neutralen Moleku¨ls
und des einfach geladenen Ions im Laserfeld fu¨r jede Amplitude abgespeichert werden mu¨ssten.
Deshalb wird in dieser Arbeit eine einfache Definition gebraucht, die sich an [48] orientiert. Diese
lautet
H2 : r1 < 17.3 a.u. und r2 < 17.3 a.u. (4.10)
H+2 : entweder r1 < 14.0 a.u. und r2 > 17.3 a.u.
oder r1 > 17.3 a.u. und r2 < 14.0 a.u. (4.11)
H2+2 : Rest des Gitters (4.12)
mit
r1 =
√(
Z +
z
2
)2
+
ρ2
4
, (4.13)
r2 =
√(
Z − z
2
)2
+
ρ2
4
. (4.14)
Das System ist somit als neutral definiert, wenn sich beide Elektronen nahe an den Kernen
befinden und als doppelt ionisiert, wenn beide Elektronen einen großen Abstand zu den Kernen
haben. Befindet sich eines nahe an den Kernen und eines weit entfernt, wird dieser Teil als
einfach ionisiert betrachtet. Die gewa¨hlten Absta¨nde sind im Prinzip frei wa¨hlbar und wurden
so gewa¨hlt, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Vergleich zum Maximum des jeweiligen
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Abbildung 4.2: Illustration der verschiedenen Bereiche, in denen das System nicht (bound, H2), einfach
(SI, H+2 ) oder doppelt ionisiert (DI, H
2+
2 ) ist.
Grundzustandes um 13 Gro¨ßenordnungen kleiner ist. Die Wahl zweier verschiedener Absta¨nde
fu¨hrt dazu, dass Teile der Wellenfunktion direkt aus der gebundenen Region die doppelt ioni-
sierte erreichen ko¨nnen, ohne die einfach ionisierte passieren zu mu¨ssen. Somit la¨sst sich die
Natur der gleichzeitigen Emission nach Ru¨ckstreuung (Abschnitt 2.4.4) geeignet beschreiben.
In Abbildung 4.2 sind diese Regionen verdeutlicht. Zur Interpretation sei an dieser Stelle an
Abbildung 3.1 erinnert, in der das Koordinatensystem graphisch dargestellt ist. Im linken Bild
sind die Regionen fu¨r ρ = 0 und im rechten fu¨r Z = 0 dargestellt. Die mit bound bezeichne-
ten Regionen repra¨sentieren den Bereich des neutralen H2-Moleku¨ls (Relation (4.10)), die mit
SI bezeichneten den Bereich des H+2 -Ions (Relation (4.11)) und die mit DI bezeichneten den
Bereich des H2+2 -Ions (Relation (4.12)). In den numerischen Simulationen wurde u¨ber ρ bzw.
Z integriert, so dass Doppelionisationsanteile auch in den Bereichen, die in der Abbildung als
SI bzw. bound bezeichnet wurden, auftreten ko¨nnen. Das hat jedoch keinen Einfluss auf die
Interpretation der Ergebnisse. Zuna¨chst wird das linke Bild (z-Z-Verteilung) in Abbildung 4.2
erla¨utert. U¨ber die Relationen z1 = Z + z/2 und z2 = Z − z/2 sind die Koordinaten Z und
z mit den Koordinaten der einzelnen Elektronen entlang der Laserpolarisationsachse z1 und
z2 verknu¨pft. Diese erstrecken sich entlang der Diagonalen. Sind beide Elektronenkoordinaten
vom Betrag klein, werden sie als gebunden (bound) definiert. Daher befindet sich dieser Teil
im Zentrum der Abbildung. Der Bereich der Einfachionisation (SI) erstreckt sich entlang der
Diagonalen, da dort ein Elektron sehr nah bei den Kernen und eines weit entfernt ist. Der u¨brige
Bereich entha¨lt die Doppelionisationsanteile (DI). Dieser la¨sst sich noch weiter charakterisieren.
Im linken Dreieck sind beide Elektronenkoordinaten kleiner als Null. Demzufolge befinden sich
beide Elektronen auf derselben (in diesem Fall linken) Seite der Kerne. Analog ist der Fall des
rechten Dreiecks. Anteile der Wellenfunktion, die im oberen und unteren Dreieck erscheinen,
bedeuten, dass eine Elektronenkoordinate ein positives und eine ein negatives Vorzeichen hat.
Diese repra¨sentieren somit den Fall, dass sich die Elektronen auf gegenu¨berliegenden Seiten der
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Kerne befinden. Die drei Bereiche bound, SI und DI sind ebenfalls im rechten Bild dargestellt.
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten in dieser Darstellung zeigen die Dynamik senkrecht zur
Polarisationsachse. Beide Darstellungen mu¨ssen auf Grund der Symmetrien von Wellenfunktion
und Hamiltonoperator symmetrisch bezu¨glich der Achse z = 0 sein.
4.3 Moleku¨lparameter
Die Eigenzusta¨nde wurden durch Propagation eines Gaußschen Wellenpaketes mit imagina¨rer
Zeit und stetiger Renormierung durchgefu¨hrt. Die Details wurden bereits in Abschnitt 3.8 disku-
tiert. Der Gleichgewichtsabstand des H2-Moleku¨ls in dem in Abschnitt 3.3 beschriebenen Modell
ist
Rk = 2.042 a.u. (4.15)
Dieser ist gro¨ßer als der Literaturwert 1.4 a.u., was aber keinen Einfluss auf die qualitative
Analyse der Doppelionisationsmechanismen hat. Die Abha¨ngigkeit der im Folgenden erhalte-
nen Ergebnisse vom internuklearen Abstand wird in Abschnitt 4.9.3 diskutiert. Der gewa¨hlte
Kernabstand ist nahe dem des Literaturwertes fu¨r den Gleichgewichtsabstand des H+2 -Ions (2.0
a.u.), so dass dessen Ionisations- und Anregungsdynamik akkurat modelliert sein du¨rfte. Der
Parameter a2 in Gleichung (3.23) wurde so gewa¨hlt, dass sich die Born-Oppenheimer-Energie
des Gleichgewichtsabstandes fu¨r H2 [227] ergibt. Fu¨r
a2 = 0.415 (4.16)
folgt eine H2-Grundzustandsenergie von
Egz = −1.1745 a.u. (4.17)
4.4 Eigenzusta¨nde
Vor den numerischen Simulationen im Laserfeld werden zuna¨chst anhand von integrierten Au-
fenthaltswahrscheinlichkeitsdichten die energetisch niedrigsten Eigenzusta¨nde des Wasserstoff-
moleku¨ls innerhalb des zylindrischen Modells diskutiert. Diese sind fu¨r die ersten drei Eigen-
zusta¨nde in Abbildung 4.3 dargestellt. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten in der linken
Spalte repra¨sentieren den Grundzustand (X1Σ+g ), jene in der mittleren den ersten angeregten
(b3Σ+u ) und die in der rechten Spalte den zweiten angeregten Zustand (B
1Σ+u ) des H2-Moleku¨ls.
Sie wurden u¨ber ρ (obere Reihe), z (mittlere Reihe) bzw. Z (untere Reihe) integriert.
Zuna¨chst wird der Grundzustand diskutiert. Die Elektronenwolke ist um Z = 0 zentriert. Die
Maxima der Aufenthaltswahrscheinlichkeit befinden sich etwa bei |z| = 2 (oberes und unteres
Bild), was etwa dem Abstand der beiden Kerne untereinander entspricht, und bei kleinen ρ. Da
die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte keine Knoten aber ein Minimum bei z = 0 besitzt, la¨sst
sich folgern, dass der Grundzustand eine starke kovalente Natur mit gerader Parita¨t aufweist.
Das stimmt mit den in der Literatur [228] beschriebenen Charakteristika zum H2-Grundzustand
u¨berein. Der erste angeregte Zustand (mittlere Spalte) hat Knoten entlang z = 0 und ist somit
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Abbildung 4.3: Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten der drei energetisch niedrigsten Eigenzusta¨nde
von H2 im Rahmen des zylindrischen Modells. Die Abbildungen in der linken Spalte
repra¨sentieren den Grundzustand (X1Σ+g ), jene in der mittleren den ersten angeregten
(b3Σ+u ) und die in der rechten Spalte den zweiten angeregten Zustand (B
1Σ+u ). In der
oberen Reihe wurde die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte u¨ber die Koordinate ρ, in
der mittleren u¨ber z und in der unteren u¨ber Z integriert.
von ungerader Parita¨t und rein kovalent. Die Elektronenverteilung ist entlang der Polarisations-
achse (kleine ρ) konzentriert. Je ein Elektron befindet sich in der Potentialmulde eines Kerns,
aber die Wellenfunktion ist antisymmetrisch bezu¨glich des Austauschs beider Elektronen. Das
entspricht den Charakteristika des b3Σu-Zustandes, der gema¨ß [228] der erste angeregte Zustand
von H2 ist. Der zweite angeregte Zustand (rechte Spalte) besitzt einen Knoten entlang Z = 0. Das
entspricht einer rein ionischen Komponente, bei der beide Elektronen an einem Kern lokalisiert
sind. Die Elektronenverteilung ist bei kleinen ρ lokalisiert. Das stimmt mit den Eigenschaften
des zweiten angeregten (B1Σ+u )-Zustandes u¨berein. Somit beschreibt das zylindrische Modell die
drei energetisch niedrigsten Zusta¨nde qualitativ korrekt. Die Energien dieser Zusta¨nde werden
nach der Interpretation der Zweielektronen-H+2 -Eigenzusta¨nde diskutiert.
Die analogen Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten fu¨r das H+2 -Modellsystem zeigt Abbil-
dung 4.4. Deren Interpretation ist etwas anspruchsvoller, da sie Zweielektronenverteilungen zeigt,
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Abbildung 4.4: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten analog Abbildung 4.3, aber fu¨r das H+2 -
Modellmoleku¨l. Die dargestellten Eigenzusta¨nde wurden durch Propagation eines Gauß-
schen Wellenpaketes mit dem Hamiltonoperator (3.25) und imagina¨rer Zeit ermittelt.
Die Abbildungen in der linken Spalte repra¨sentieren innerhalb des zylindrischen Mo-
dells die U¨berlagerung zweier Elektronen im H+2 -Grundzustand (1sσg), die in der mitt-
leren und rechten die niedrigsten angeregten Zusta¨nde. Bei letzteren handelt es sich um
U¨berlagerungen von je einem Elektron im 1sσg und 2pσu-Orbital.
diese jedoch mit Einelektronenzusta¨nden in Verbindung gebracht werden mu¨ssen. Die Interpre-
tation des H+2 -Ions innerhalb des zylindrischen Modells wurde in Abschnitt 3.6 beschrieben.
Es handelt sich hierbei um zwei Elektronen, die nur das Kernpotential (und das Laserfeld)
spu¨ren. Zur besseren Erla¨uterung sind in Abbildung 4.5 schematisch Einelektronenverteilun-
gen des Grundzustandes (1sσg) und des ersten angeregten Zustandes (2pσu) dargestellt. Die
linke Abbildung zeigt die Elektronenverteilungen parallel zur Moleku¨lachse und die rechte je-
ne senkrecht zur Moleku¨lachse. In letzterem Fall sind die Verteilungen beider Zusta¨nde iden-
tisch. Im Rahmen der LCAO(Linear Combination of Atomic Orbitals)-Na¨herung werden die
Moleku¨lzusta¨nde als Linearkombination von atomaren Zusta¨nden angenommen. Die atomaren
1s-Radialwellenfunktionen des Wasserstoffatoms haben die Struktur
ΨH = n1e
−n2r (4.18)
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Abbildung 4.5: Schematische Darstellung der LCAO-Einelektronenverteilungen des Grundzustandes
(σg) und des ersten angeregten Zustandes (σu) von H
+
2 . Die linke Abbildung repra¨sen-
tiert die Verteilungen entlang der Moleku¨lachse, die rechte senkrecht zur Moleku¨lachse.
Die blauen Punkte symbolisieren die Kerne.
mit Konstanten n1 > 0 und n2 > 0 sowie dem Abstand r des Elektrons vom Kern.
Zuna¨chst werden die Verteilungen senkrecht zur Moleku¨lachse (Koordinate x) diskutiert. Sie
sind symmetrisch bezu¨glich x = 0, besitzen bei x = 0 ein Maximum und fallen zu gro¨ßeren
|x| hin exponentiell ab. Die in diesem Modell verwendete senkrechte Koordinate ρ ist ρ =
|x1 − x2|. Eine U¨berlagerung dieser Verteilungen fu¨hrt zu einem Maximum bei ρ = 0 und zu
einem exponentiellen Abfall bei gro¨ßeren ρ, denn die Gesamtverteilung P (ρ) ergibt sich aus
P (ρ(x1, x2)) = |Ψ(x1)Ψ(x2)|2
= N1e
−N2(|x1|+|x2|) (4.19)
mit Konstanten N1 > 0 und N2 > 0. Die Transformation in Schwerpunkt- (X) und Relativko-
ordinate (ρ) ergibt
P (ρ) = N1e
−N2(|X+ ρ2 |+|X− ρ2 |). (4.20)
Da die Schwerpunktkoordinate in diesem Modell immer auf X = 0 beschra¨nkt ist, vereinfacht
sich die Elektronenverteilung zu
P (ρ) = N1e
−N2ρ, (4.21)
was genau der Form der Einelektronenverteilungen entspricht. Erwartet wird somit, dass sa¨mtli-
che Zusta¨nde, die sich aus der Kombination von atomaren 1s-Wellenfunktionen zusammensetzen,
bei kleinen ρ lokalisiert sind. Die Bilder der mittleren und unteren Reihe in Abbildung 4.4 zeigen,
dass genau das der Fall ist.
Die Schlussfolgerungen fu¨r die Verteilungen parallel zur Moleku¨lachse sind analog. Die Ein-
elektronenverteilungen (linkes Bild in Abbildung 4.5) haben Maxima bei beiden Kernen, und
fallen zu großen z1,2 hin exponentiell ab. Beide Verteilungen besitzen ein Minimum zwischen
den beiden Kernen. Wa¨hrend die Verteilung im Fall des ersten angeregten Zustandes bei z = 0
exakt Null ist und somit einen Knoten besitzt, ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Grund-
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zustand bei z = 0 gro¨ßer als Null. Die auf die Richtung der Moleku¨lachse z projizierten LCAO-
Wellenfunktionen lauten fu¨r den Grundzustand (Kernabstand R)
Ψ0 = M0e
−N0|z+R2 | +M0e−N0|z−
R
2 | (4.22)
und fu¨r den angeregten Zustand
Ψ1 = M1e
−N1|z+R2 | −M1e−N1|z−
R
2 | (4.23)
mit neuen Konstanten Mi > 0 und Ni > 0. Der Grundzustand ist somit eine symmetrische
U¨berlagerung der atomaren 1s-Zusta¨nde, der erste angeregte eine antisymmetrische. Das Be-
tragsquadrat der Wellenfunktionen fu¨hrt zu den Verteilungen, die in Abbildung 4.5 gezeigt
wurden. In Abbildung 4.4 sind allerdings Zweielektronenverteilungen dargestellt. Im Zweielek-
tronengrundzustand befinden sich beide Elektronen im molekularen Grundzustand. Somit ist
der H+2 -Grundzustand im Rahmen dieses Modells na¨herungsweise
Ψ0, zyl. = Ψ0( Elektron 1)Ψ0( Elektron 2). (4.24)
Das Betragsquadrat dieser Wellenfunktion fu¨hrt zu je zwei Maxima der Aufenthaltswahrschein-
lichkeit entlang der Achsen Z = 0 und z = 0, wobei der Wert des Minimums der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit bei (Z = 0, z = 0) gro¨ßer als Null ist. Das linke obere Bild in Abbildung 4.4
zeigt ein breites Maximum um (Z = 0, z = 0). Die erwarteten vier Maxima sind zu einem ver-
schmolzen, was auf die Beschra¨nkung des Elektronenschwerpunktes und der damit verbundenen
versta¨rkten Elektronenkorrelation zuru¨ckzufu¨hren ist. Testrechnungen haben gezeigt, dass die
vier Maxima bei gro¨ßeren internuklearen Absta¨nden sichtbar sind.
Der erste angeregte Zustand des Zweielektronensystems besteht aus einer U¨berlagerung zwei-
er Einelektronenwellenfunktionen, wobei sich ein Elektron im molekularen Grundzustand und
eines im ersten angeregten Zustand befindet. Je nachdem, welches Elektron sich in welchem
Zustand befindet, erha¨lt man zwei entartete Zusta¨nde, na¨mlich
Ψ0,1, zyl. = Ψ0( Elektron 1)Ψ1( Elektron 2), (4.25)
Ψ1,0, zyl. = Ψ1( Elektron 1)Ψ0( Elektron 2). (4.26)
Durch antisymmetrische bzw. symmetrische Linearkombination dieser beiden Zusta¨nde ergeben
sich Zweielektronenverteilungen mit Maxima bei (Z = 0, z = R) bei antisymmetrischer und Ma-
xima bei (Z = R/2, z = 0) bei symmetrischer Linearkombination. Genau diese Verteilungen sind
im mittleren und rechten Bild der oberen Reihe in Abbildung 4.4 zu sehen. π-Zusta¨nde ko¨nnen
in diesem Modell nicht beschrieben werden, da die Schwerpunktkoordinate der Elektronen auf
die Laserpolarisationsachse und somit auf die Moleku¨lachse beschra¨nkt ist.
Somit repra¨sentiert das Modell mit dem Hamiltonoperator (3.25) zwar nicht exakt ein Was-
serstoffmoleku¨lion, jedoch befindet sich in den beiden vorgestellten angeregten Zusta¨nden je ein
Elektron in einem σu-Zustand, der dem tatsa¨chlichen Anregungszustand von H
+
2 entspricht, so
dass Eigenschaften und Prozesse, die auf diesen σu-Zustand zuru¨ckgehen, innerhalb des zylin-
drischen Modells ebenfalls analysiert werden ko¨nnen.
In Tabelle 4.1 sind die Energien der Zusta¨nde von H2 und H
+
2 zusammen mit den Born-
Oppenheimer-Energien beim experimentellen Gleichgewichtsabstandes von H2 (RGG = 1.4 a.u.)
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H2 H
+
2
E0 -1.1743 (-1.1745) -0.623 (-0.6)
E1 -0.952 (-0.785) -0.416 (-0.39)
E2 -0.794 (-0.7) -0.412 (-0.39)
Tabelle 4.1: Energien in a.u. der ersten drei Eigenzusta¨nde von H2 und dem Zweielektronen-H
+
2 im
zylindrischen Modell. In Klammern stehen die Werte in der Born-Oppenheimer-Na¨herung
fu¨r die Gleichgewichtsabsta¨nde von H2 [227, 229] und H
+
2 [228]. Die Literaturwerte fu¨r die
beiden angeregten H+2 -Zusta¨nde ergeben sich als Mittelwert von Grundzustand und erstem
angeregten Zustand.
aufgefu¨hrt [228]. Die Grundzustandsenergie des Wasserstoffmoleku¨ls stimmt sehr gut mit dem
Literaturwert u¨berein. Die Energien der angeregten Zusta¨nde sind im Modell etwas ho¨her als
die Literaturwerte, jedoch du¨rften diese fu¨r die Dynamik der Doppelionisation keine wesentliche
Rolle spielen. Die Grundzustandsenergie des Modell-H+2 liegt ebenfalls nahe dem Literaturwert,
der fu¨r den H+2 -Gleichgewichtsabstand (R = 2.0 a.u.) angegeben ist. Die Werte der beiden ange-
regten Zusta¨nde des Zweielektronen-H+2 liegen sehr nahe beieinander, wie es bei der Entartung
zu erwarten war. Die in Klammern angegebene Energie ist der Mittelwert der Literaturwerte fu¨r
den Grundzustand und den ersten angeregten Zustand (E(1. ang.) = −0.18 a.u.). Die Energie
innerhalb des zylindrischen Modells ist diesem Literaturwert sehr nahe.
Es ko¨nnen folgende Schlussfolgerungen gezogen werden. Die drei energetisch niedrigsten
Zusta¨nde des Wasserstoffmoleku¨ls sind akkurat im zylindrischen Modell wiedergegeben. Der
Grundzustand des Zweielektronen-Wasserstoffmoleku¨lions zeigt qualitative U¨bereinstimmung
mit dem H+2 -Grundzustand der Literatur. Bei den niedrigsten angeregten Zusta¨nden befindet
sich ein Elektron in einem σu-Orbital. Die Energien der diskutierten Eigenzusta¨nde liegen na-
he den Literaturwerten. Nach Einfachionisation des Moleku¨ls verbleibt das Ion im Modell des
Ru¨ckstreumechanismus im Grundzustand. Somit sollten die wesentlichen Eigenschaften des Pro-
zesses der gleichzeitigen Emission beider Elektronen nach Ru¨ckstreuung in diesem zylindrischen
Modell sichtbar sein. RESI beinhaltet die Anregung des H+2 -Ions. Die beiden niedrigsten an-
geregten Zusta¨nde des Zweielektronen-Wasserstoffmoleku¨lions belegen, dass der erste angeregte
Zustand von H+2 (ein Elektron) innerhalb dieses Modells in U¨bereinstimmung mit der Literatur
ein σu-Zustand ist. Somit ist zu erwarten, dass die qualitativen Eigenschaften von RESI korrekt
wiedergegeben werden.
4.5 Zeitentwicklung der Ionisation
Die numerischen Propagationen starteten mit dem Grundzustand von H2 und dem in Abschnitt
4.1 beschriebenen 3-Zyklen-Laserpuls der Intensita¨t I = 3.0× 1014 W/cm2 und der Wellenla¨nge
800 nm. Die Regionen fu¨r Einfach- und Doppelionisation wurden in den Relationen (4.10) bis
(4.14) definiert. Eine Diskussion der Abha¨ngigkeiten der Ionisationswahrscheinlichkeiten von
Wellenla¨nge, Intensita¨t und Definition dieser Regionen wird separat in Abschnitt 4.9 vorge-
nommen. Die Zeitentwicklung von Einfach- und Doppelionisation zeigt Abbildung 4.6. Hier-
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Abbildung 4.6: Einfachionisations- (rote Linie) und Doppelionisationswahrscheinlichkeit (gru¨ne Linie)
als Funktion der Zeit. Die schwarze gestrichelte Linie symbolisiert die Amplitude des
Laserfeldes.
bei wurden die am Rand des Gitters absorbierten Anteile beru¨cksichtigt. Dargestellt sind die
Einfachionisations- (rote Linie) und die Doppelionisationswahrscheinlichkeit (gru¨ne Linie) als
Funktion der Zeit zusammen mit der Amplitude des Laserfeldes (schwarze gestrichelte Linie).
Die Kurve der Einfachionisationsausbeute steigt jeweils kurz nach den Feldmaxima deutlich
an und fa¨llt danach leicht ab. Ersteres folgt aus dem Tunnelionisationsmodell (siehe Abschnitt
2.2.4), nach dem die Ionisationswahrscheinlichkeit am gro¨ßten bei den Feldmaxima ist. Die
Kurve ist im Vergleich zur Erwartung nach dem Tunnelionisationsmodell zu etwas spa¨teren
Zeiten verschoben ist. Das ist auf die Definition der Einfachionisationsregion (Relation (4.11))
zuru¨ckzufu¨hren. Das emittierte Elektronenwellenpaket muss sich zuna¨chst genu¨gend weit von
den Kernen entfernen, damit das Wellenpaket als einfach ionisiert erfasst wird. Der leichte Ab-
fall vor den Anstiegen ist in der Ru¨ckkehr eines Teils des emittierten Elektronenwellenpaketes
begru¨ndet. Hierbei wird dieses Elektron durch das das Vorzeichen wechselnde elektrische Feld
wieder in die Region, die als H2 definiert ist, zuru¨ckgetrieben.
Die Doppelionisationskurve steigt jeweils bei den Feldnulldurchga¨ngen sehr stark an, je-
doch ist auch bei den Feldmaxima ein Anstieg zu verzeichnen. Diese Anstiege entsprechen den
Erwartungen fu¨r die beiden Hauptmechanismen. Ersteres ist ein deutliches Anzeichen fu¨r die
gleichzeitige Emission beider Elektronen nach der Ru¨ckstreuung (siehe Abschnitt 2.4.4), welche
um die Feldnulldurchga¨nge herum erwartet wird. RESI (Abschnitt 2.4.4) ist dagegen bei oder
kurz nach den Feldmaxima zu erwarten.
In den folgenden Abschnitten werden die Mechanismen der Einfach- und Doppelionisation
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genauer untersucht.
4.6 Einfachionisation
Der Mechanismus der Einfachionisation im H2-Moleku¨l ist komplexer als das Tunnelmodell fu¨r
Atome, wie Abbildung 4.7 zeigt. Dargestellt ist die u¨ber ρ integrierte Aufenthaltswahrschein-
lichkeit fu¨r die verschiedenen Zeitpunkte t = 0 (links oben), t = 138 a.u. (Feldmaximum, rechts
oben) und t = 166 a.u. (Feldnulldurchgang, links unten) in linearer und fu¨r t = 138 a.u. in
logarithmischer Skala (rechts unten). Zum Zeitpunkt t = 0 befindet sich das System im Grund-
zustand. Dieser wurde anhand der Abbildung 4.3 diskutiert. Fu¨r die weitere Diskussion sind
die Positionen der beiden Maxima der Elektronenverteilung mit weißen Kreisen markiert. Inter-
essant ist die Verteilung beim Feldmaximum t = 138 a.u. (rechtes oberes Bild). Wie zu erwarten
ist die gesamte Verteilung durch Wechselwirkung mit dem Laserfeld zu positiven Z verschoben,
da das elektrische Feld zu diesem Zeitpunkt ein negatives Vorzeichen hat. Das Maximum der
Verteilung liegt bei z = 0 und Z ≈ 0.7 a.u. (weißer Pfeil), das heißt, beide Elektronen befinden
sich in der Na¨he desselben Kerns. Schematisch zeigt das die Skizze im weißen Rechteck. Die
schwarzen Punkte markieren die Kerne, die roten die Elektronen. Somit bildet sich in der Na¨he
der Feldmaxima ein ionischer H+H−-Zustand. Beim darauf folgenden Feldnulldurchgang (Bild
links unten) ist die Verteilung a¨hnlich der des Grundzustands von dominant kovalenter Natur.
Insbesondere sind die Maxima der Verteilung wieder an denselben Positionen wie im Grundzu-
stand. Allerdings ist die Verteilung etwas breiter in Z-Richtung, was auf Anregungen hindeutet.
Zur Identifikation des Mechanismus der Einfachionisation ist es anschaulicher, sich die Elektro-
nenverteilung in der Na¨he des Feldmaximums in logarithmischer Skala anzusehen (Bild rechts
unten). Wie aus Abbildung 4.2 hervorgeht, sind einfach ionisierte Elektronenwellenpakete ent-
lang der Diagonalen der z-Z-Verteilungen zu sehen. Ionisation aus einem kovalentem Zustand
erwartet man daher entlang der gestrichelten weißen Linie. Bei na¨herer Betrachtung stellt sich
allerdings heraus, dass sich das Maximum der Einfachionisation entlang der durchgezogenen
Linie aus dem ionischen Zustand heraus verla¨uft. Somit wird das Elektron vorzugsweise aus
diesem Zustand emittiert. Dieses Ergebnis stimmt mit fru¨heren theoretischen Arbeiten u¨ber-
ein [134, 135] und ist ein Indikator fu¨r die Eignung des zylindrischen Modells zur Analyse der
Ionisation von Wasserstoffmoleku¨len.
Bevor die Analyse der Doppelionisation folgt, wird hier noch kurz auf die Dynamik der
Einfachionisation eingegangen. Abbildung 4.8 zeigt die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten
integriert u¨ber ρ (linke Spalte) und z (rechte Spalte). Der Anteil, bei dem beide Elektronen
gebunden sind, befindet sich in dem Bereich um Z = 0, z = 0 und ρ = 0. Einfach ionisierte
Wellenpakete bewegen sich entlang der Diagonalen in der z-Z-Verteilung und entlang kleiner ρ.
Die Beitra¨ge werden in der Reihenfolge ihres zeitlichen Auftretens besprochen.
Die Beitra¨ge der Ionisation beim Feldmaximum bei t = 88 a.u. (Anstieg im Zeitintervall
t = 85 bis 120 a.u. in der Einfachionisationskurve in Abbildung 4.6) sind gegenu¨ber denen
folgender Feldmaxima vernachla¨ssigbar klein und somit in Abbildung 4.8 nicht dargestellt. Zum
Zeitpunkt des Feldmaximums bei t = 138 a.u. besitzt die Laserfeldamplitude ein negatives
Vorzeichen, so dass sich die ionisierten Wellenpakete zu positiven Z bewegen. Diese sind in der
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Abbildung 4.7: U¨ber ρ integrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten zu den Zeitpunkten t = 0
(links oben), t = 138 a.u. (rechts oben) und t = 166 a.u. (links unten). Die Kreise
markieren die Positionen der beiden Maxima der Elektronenverteilung zum Zeitpunkt
t = 0. Das Bild rechts unten (ebenfalls t = 138 a.u.) besitzt eine logarithmische Skala.
Die weißen Linien markieren die Richtung der auslaufenden einfach ionisierten Anteile
aus kovalentem (gestrichelte Linie) und ionischem Anteil (durchgezogene Linie).
oberen Reihe der Abbildung 4.8 zu sehen und korrespondieren zum Anstieg im Zeitintervall
t = 140 bis 175 a.u. in der Einfachionisationskurve in Abbildung 4.6. Ein Teil wird anschließend
durch das wechselnde Vorzeichen der Laserfeldamplitude zum Ion zuru¨ck und zu negativen Z
getrieben.
Beim na¨chsten Feldmaximum zur Zeit t = 191 a.u. entstehen neue Beitra¨ge zur Einfachio-
nisation in Richtung negativer Z. Diese sind bereits zum Zeitpunkt t = 201 a.u. (obere Reihe),
deutlicher aber bei t = 230 a.u. (untere Reihe) entlang der Diagonalen der z-Z-Verteilung bei
negativen Z zu sehen. Sie korrespondieren zum dritten Anstieg (Zeitraum t = 210 bis 240 a.u.)
der Einfachionisationskurve in Abbildung 4.6. Die Interferenzstruktur entsteht durch U¨berla-
gerung zweier Beitra¨ge. Einer ist das bei t = 138 a.u. ionisierte und dann durch das Laserfeld
zuru¨ckgetriebene Wellenpaket, der andere Beitrag entstammt dem beim folgenden Feldmaximum
(t = 191 a.u.) ionisierten Elektronenwellenpaket. Durch den vernachla¨ssigbar kleinen Anteil des
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Abbildung 4.8: U¨ber ρ (linke Spalte) bzw. u¨ber z (rechte Spalte) integrierte Aufenthaltswahrschein-
lichkeitsdichten zu den Zeitpunkten t = 201 a.u. (obere Reihe) und t = 230 a.u. (untere
Reihe). Die einfach ionisierten Wellenpakete bewegen sich entlang der Diagonalen der
z-Z-Verteilung sowie entlang kleiner ρ.
um t = 88 a.u. ionisierten Anteils sind entsprechende Interferenzstrukturen im Bereich posi-
tiver Z zum Zeitpunkt t = 201 a.u. (obere Reihe) unterdru¨ckt. Allerdings ist zum Zeitpunkt
t = 230 a.u. ebenfalls eine Interferenzstruktur im Bereich positiver Z-Werte zu erkennen. Diese
entsteht durch die U¨berlagerung von einfach ionisierten Wellenpaketen, die zu verschiedenen
Zeitpunkten entstanden. Der Nachweis der Ursache dieser Interferenzen folgt in Abschnitt 4.8.
Wie aus den Bildern in der rechten Spalte ersichtlich ist, bewegen sich die Wellenpakete zur
Einfachionisation entlang der Polarisationsachse, also bei sehr kleinen ρ-Werten. Das geschieht
in U¨bereinstimmung mit theoretischen und experimentellen Daten. Hier jedoch wird dieser Pro-
zess auch durch die Beschra¨nkung des Elektronenschwerpunktes auf die Polarisationsachse des
Laserfeldes begru¨ndet. Da das im Ion verbleibende Elektron stark gebunden ist und somit nahe
den Kernen bleibt, beeinflusst es auch die Bewegung des freien Elektrons, welche daher auf die
Polarisationsachse beschra¨nkt ist.
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4.7 Doppelionisation
Die Doppelionisation wird anhand von Zeitserien von Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten un-
tersucht. Der Schwerpunkt liegt dabei auf den beiden Mechanismen direkte Emission beider
Elektronen nach Ru¨ckstreuung und RESI (siehe Abschnitt 2.4.4). In diesem Abschnitt werden
zuna¨chst die Charakteristika der Doppelionisation anhand der numerischen Simulationen be-
stimmt und mit den Erwartungen, die aus den beiden Mechanismen resultieren, verglichen. Der
eigentliche Nachweis der Mechanismen erfolgt gesondert in Abschnitt 4.8.
Direkte Emission nach Ru¨ckstreuung ist bei den Feldnulldurchga¨ngen zu erwarten. Zur Ana-
lyse wurde das Ru¨ckstreuereignis beim Feldnulldurchgang t = 230 a.u. gewa¨hlt, da die Dop-
pelionisationswahrscheinlichkeit zu diesem Zeitpunkt am gro¨ßten ist. Ein dort zum Ion zuru¨ck-
kehrendes Elektron wurde zum Zeitpunkt der gro¨ßten Feldamplitude (t = 138 a.u.) emittiert.
Abbildung 4.9 zeigt eine Serie von integrierten Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten. Die Zeit-
punkte sind t = 210 a.u. (erste Reihe), t = 220 a.u. (zweite Reihe), t = 230 a.u. (dritte Reihe)
und t = 240 a.u. (vierte Reihe). Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten wurden u¨ber ρ (linke
Spalte), u¨ber z (mittlere Spalte) bzw. u¨ber Z (rechte Spalte) integriert. Der Zeitentwicklung
in den z-Z-Verteilungen (linke Spalte) folgend, erscheint ein Wellenpaket aus dem gebundenen
Bereich im linken Dreieck des Doppelionisationsbereichs (siehe Abbildung 4.2 fu¨r die Interpre-
tation). Dieses bewegt sich weiter zu negativen Z. Somit wurden beide Elektronen zur selben
Seite der Kerne in Bezug auf die Polarisationsachse emittiert. Zum Zeitpunkt t = 240 a.u. hat
ein Teil des Wellenpaketes bereits den Rand des Gitters erreicht und wurde absorbiert. Die
Dynamik des Prozesses senkrecht zur Polarisationsachse zeigt sich anhand der Koordinate ρ
(mittlere und rechte Spalte). Unmittelbar nach der Emission ist die Coulomb-Abstoßung der
beiden Elektronen in dieser Richtung die dominierende Kraft. Somit wird der Abstand in ρ-
Richtung sehr schnell gro¨ßer. Bei der Betrachtung der z-ρ-Verteilungen (rechte Spalte) ist zu
erkennen, dass die Elektronenverteilung eine gaußartige Struktur besitzt. Je kleiner der Abstand
der Elektronen parallel zur Polarisationsachse ist, desto gro¨ßer ist er in Richtung senkrecht zur
Polarisationsachse.
Obwohl der Hauptanteil der Doppelionisation im linken Dreieck der z-Z-Verteilungen er-
scheint, sind auch Beitra¨ge in den anderen Dreiecken zu erkennen. Anteile im oberen und un-
teren Dreieck bedeuten, dass sich die Elektronen in entgegengesetzte Richtungen bewegen. Ein
Grund dafu¨r kann ein so genannter Ru¨ckstoß am Kern sein. Dabei wechselwirkt das zuru¨ck-
kehrende Elektron zuna¨chst mit dem verbleibenden und ionisiert es, anschließend wird es aber
an einem der Kerne gestreut. Dabei sind sa¨mtliche Streuwinkel mo¨glich und somit auch Streu-
ung in die entgegengesetzte Richtung [230]. Die Beitra¨ge im rechten Dreieck sind sehr gering.
Die Wahrscheinlichkeit der Ru¨ckstreuung beider Elektronen ist sehr klein, so dass der Anteil
dieses Prozesses vernachla¨ssigbar ist. Die Ursache du¨rfte darin liegen, dass bei dieser Intensita¨t
die Ru¨ckkehrenergie der Elektronen nur wenig u¨ber der Doppelionisationsschwelle liegt. Ein Teil
der korrelierten Elektronenwellenpakete hat dann eine so geringe kinetische Energie, dass er zum
Teil durch das wechselnde Vorzeichen des Laserfeldes bereits in die entgegengesetzte Richtung
(positive Z-Richtung) getrieben wird.
Weiterhin ist in den Doppelionisationsanteilen in den z-Z-Verteilungen eine Interferenzstruk-
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Abbildung 4.9: U¨ber ρ (linke Spalte), u¨ber z (mittlere Spalte) bzw. u¨ber Z (rechte Spalte) integrierte
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten zu den Zeitpunkten t = 210 a.u. (erste Reihe),
t = 220 a.u. (zweite Reihe), t = 230 a.u. (dritte Reihe) und t = 240 a.u. (vierte Reihe).
Die Beitra¨ge zur Doppelionisation korrespondieren zum Anstieg der Doppelionisations-
wahrscheinlichkeit im Zeitintervall t = 200 bis 240 a.u. in Abbildung 4.6. Die Elektronen
werden vorzugsweise gleichzeitig und in dieselbe Richtung in Bezug auf die Polarisati-
onsachse emittiert. Dabei bewegen sie sich durch die Coulomb-Abstoßung voneinander
weg, was zu einer starken Dynamik senkrecht zur Polarisationsachse (ρ-Richtung) fu¨hrt.
tur zu erkennen. Diese entsteht durch die U¨berlagerung von Elektronenwellenpaketen gleicher
Energie. In Abbildung 2.9 wurde gezeigt, dass zu jeder Ru¨ckkehrenergie eines Elektrons (bis auf
die maximale) zwei Elektronentrajektorien geho¨ren. Die zu diesen Trajektorien korrespondie-
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renden Wellenpakete fu¨hren zu diesen Interferenzen. Der Nachweis erfolgt ebenfalls in Abschnitt
4.8.
Der zweite Prozess, der zur Doppelionisation fu¨hrt, ist in Abbildung 4.10 dargestellt. Analog
zu Abbildung 4.9 sind Zeitserien der u¨ber ρ (linke Spalte), u¨ber z (mittlere Spalte) bzw. u¨ber Z
(rechte Spalte) integrierten Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten dargestellt, hier aber zu den
Zeitpunkten t = 185 a.u. (erste Reihe), t = 195 a.u. (zweite Reihe), t = 205 a.u. (dritte Reihe)
und t = 215 a.u. (vierte Reihe). Außerdem zeigen die Bilder in der mittleren und rechten Spalte
nur den doppelt ionisierten Anteil, da dieser bei Betrachtung der kompletten Verteilung durch
die Einfachionisation verdeckt wa¨re. In der Na¨he des Feldmaximums (t = 191 a.u.) erscheint
ein Beitrag zur Doppelionisation im oberen und unteren Dreieck des Doppelionisationsbereichs
in den z-Z-Verteilungen. Das bedeutet, dass beide Elektronen entlang der Polarisationsachse in
entgegengesetzte Richtungen in Bezug auf die Kerne emittiert werden. Dieser Anteil erscheint
aus dem einfach ionisierten Bereich. Somit werden beide Elektronen zeitversetzt emittiert. Wie
aus den Bildern der mittleren und rechten Spalte hervorgeht, befinden sich diese Beitra¨ge zur
Doppelionisation bei relativ kleinen ρ-Werten. Insbesondere ist keinerlei Dynamik senkrecht zur
Polarisationsachse zu erkennen. Das ist zu erwarten, da die Coulombabstoßung der beiden Elek-
tronen durch die unterschiedliche Emissionsrichtung und durch den den vorhandenen Abstand
bei der Emission des zweiten Elektrons sehr gering ist. Wie in Abschnitt 4.8 gezeigt wird, kann
es sich nicht um sequentielle Ionisation handeln, da dieser Prozess auf der Ru¨ckstreuung ba-
siert. Zudem la¨sst sich anhand der dortigen Resultate schlussfolgern, dass das zweite Elektron
aus einem angeregten H+2 -Zustand emittiert wird. Somit handelt es sich bei diesem Mechanis-
mus um RESI (siehe Abschnitt 2.4.4). Der Doppelionisationsbeitrag bei z = 0 in der unteren
Reihe geho¨rt zur gleichzeitigen Emission nach Ru¨ckstreuung, die anhand von Abbildung 4.9
besprochen wurde.
Wie in Abbildung 4.9 ist in den z-Z-Verteilungen in Abbildung 4.10 (linke Spalte) eine
Interferenzstruktur zu erkennen. Diese ist ebenfalls auf die U¨berlagerung von Elektronenwel-
lenpaketen, resultierend aus kurzen und langen Elektronentrajektorien beim Ru¨ckstreuprozess,
zuru¨ckzufu¨hren.
Durch das Vorhandensein zweier Ru¨ckstreuereignisse wiederholt sich Doppelionisation durch
die beiden diskutierten Prozesse. In Abbildung 4.11 sind Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten
zu den Zeitpunkten t = 175 a.u. (erste Reihe) und t = 252 a.u. (zweite Reihe) dargestellt.
Die ρ-Z- und z-ρ-Darstellungen der unteren Reihe zeigen nur den doppelt ionisierten Anteil.
Elektronenwellenpakete, die beim Feldmaximum t = 88 a.u. emittiert werden, kehren etwa beim
Feldnulldurchgang t = 166 a.u. zum Ion zuru¨ck und ko¨nnen dort fu¨r die gleichzeitige Emission
beider Elektronen nach Ru¨ckstreuung oder fu¨r die Anregung des H+2 -Ions sorgen. Letzterer Pro-
zess kann zu RESI (siehe Abbildung 4.10) fu¨hren. Der Prozess der gleichzeitigen Emission beider
Elektronen ist in der oberen Reihe von Abbildung 4.11 zu sehen. Der Hauptanteil des doppelt
ionisierten Wellenpakets liegt im rechten Dreieck der z-Z-Verteilung, so dass beide Elektronen
vorzugsweise zur selben Seite der Kerne in Bezug auf die Polarisationsachse emittiert wurden.
Da das Vorzeichen des elektrischen Feldes im Vergleich zu Abbildung 4.9 entgegengesetzt ist,
befindet sich der Hauptteil der Doppelionisation bei positiven Z. Durch die Coulombabstoßung
bewegen sie sich von der Polarisationsachse weg, was sich in Beitra¨gen bei großen Absta¨nden
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Abbildung 4.10: U¨ber ρ (linke Spalte), u¨ber z (mittlere Spalte) und u¨ber Z (rechte Spalte) integrierte
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten zu den Zeitpunkten t = 185 a.u. (erste Reihe),
t = 195 a.u. (zweite Reihe), t = 205 a.u. (dritte Reihe) und t = 215 a.u. (vierte
Reihe). Die Verteilungen in der mittleren und rechten Spalte zeigen nur den doppelt
ionisierten Anteil. Doppelionisation erscheint im oberen und unteren Dreieck aus dem
einfach ionisierten Gebiet in den z-Z-Verteilungen. Die Elektronen werden entlang
der Polarisationsachse in entgegengesetzten Richtungen bezu¨glich der Kerne emittiert.
Das H+2 -Ion ist vor der Emission des zweiten Elektrons angeregt. Durch die geringe
Coulombabstoßung bewegen sich die Elektronen entlang der Polarisationsachse (siehe
Koordinate ρ in der mittleren und rechten Spalte).
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Abbildung 4.11: U¨ber ρ (linke Spalte), u¨ber z (mittlere Spalte) bzw. u¨ber Z (rechte Spalte) integrierte
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten zu den Zeitpunkten t = 175 a.u. (erste Reihe)
und t = 252 a.u. (zweite Reihe). Das mittlere und rechte Bild in der unteren Reihe
zeigt nur den doppelt ionisierten Anteil. Die Verteilungen in der oberen Reihe re-
pra¨sentieren die korrelierte gleichzeitige Emission beider Elektronen nach dem ersten
Ru¨ckstreuungsereignis (Feldnulldurchgang bei t = 166 a.u.). In der unteren Reihe ist
das RESI-Ereignis nach dem Feldmaximum bei t=244 a.u. dargestellt.
senkrecht zur Polarisationsachse (mittleres und rechtes Bild in der oberen Reihe) widerspiegelt.
Weiterhin sind die Interferenzstrukturen in der z-Z-Verteilung zu sehen. Die kleineren Anteile
in den anderen Doppelionisationsregionen (Ru¨ckstreuung mit anschließender Streuung an einem
Kern) treten ebenso auf. Durch die deutlich geringere Feldamplitude bei t = 88 a.u. ist der
Anteil an Einfachionisation und damit der Anteil an Doppelionisation im Vergleich zum dar-
auf folgenden Feldnulldurchgang deutlich geringer. Analoges la¨sst sich auch u¨ber den zweiten
Mechanismus (untere Reihe in Abbildung 4.11) sagen. Dieser korrespondiert zu dem in Abbil-
dung 4.10 diskutierten. Im oberen und unteren Dreieck der Doppelionisationsbereiche in der
z-Z-Verteilung (linkes Bild) erscheint ein Beitrag zur Doppelionisation aus dem einfach ioni-
sierten Bereich heraus. Allerdings ist dieser im Vergleich zu den in Abbildung 4.10 sichtbaren
weit weniger deutlich, da die Laserfeldamplitude und zudem der zeitliche Abstand des Maxi-
mums im Vergleich zum vorherigen Feldnulldurchgang geringer sind. Das fu¨hrt dazu, dass das
einfach ionisierte Wellenpaket nach dem Ru¨ckstreuereignis weniger weit hinauslaufen kann und
die Wahrscheinlichkeit der Ionisation kleiner ist. Zudem gibt es U¨berlagerungen mit Anteilen
des Mechanismus, bei dem die Elektronen gleichzeitig emittiert werden, eines jedoch zusa¨tz-
lich an einem Kern streut. Somit ist auch die Interferenzstruktur verwischt. Nichtsdestotrotz ist
dieser Mechanismus sichtbar und auf Grund des entgegengesetzten Vorzeichens der Feldampli-
tude im Vergleich zu Abbildung 4.10 bewegt sich das doppelt ionisierte Wellenpaket in positive
Z-Richtung.
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Anhand einer Reihe von Aufenthaltswahrscheinlichkeiten konnten somit die zwei Mecha-
nismen zur Doppelionisation von H2 identifiziert und charakterisiert werden. Die Ergebnisse
stimmen mit denen u¨berein, die durch die in Abschnitt 2.4.4 vorgestellten Modelle (korrelierte
Emission nach Ru¨ckstreuung und RESI) erwartet werden. Der eigentliche Nachweis wird nun
im folgenden Abschnitt erbracht.
4.8 Nachweis des Ru¨ckstreuungsmechanismus
Der Nachweis, dass Ru¨ckstreuung fu¨r die diskutierten Beitra¨ge zur Doppelionisation verant-
wortlich ist, beruht auf folgenden U¨berlegungen. Der Ru¨ckstreumechanismus besteht, wie in
Abschnitt 2.4.4 deutlich gemacht wurde, aus drei Schritten. Im ersten wird ein Elektron durch
die Wechselwirkung mit dem Laserfeld emittiert. Dieses wird anschließend vom verbleibenden
Ion weg beschleunigt und kehrt anschließend wieder zu diesem zuru¨ck, so dass es im dritten
Schritt streuen kann. Dabei wird das zweite Elektron durch Wechselwirkung mit dem zuru¨ck-
kehrenden entweder direkt emittiert oder angeregt und anschließend durch Wechselwirkung mit
dem Laserfeld ionisiert. Verhindert man die Ru¨ckkehr dieses Elektrons wa¨hrend der Propagati-
on im Laserfeld, ist eine Streuung am Ion nicht mo¨glich. Sollte also der Ru¨ckstreumechanismus
tatsa¨chlich Bestandteil der Doppelionisationsprozesse sein, mu¨ssten sich die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsdichten signifikant vera¨ndern bzw. du¨rfte gar keine Doppelionisation auftreten,
wenn das emittierte Elektron nicht zuru¨ckkehrt. Damit ist ein indirekter Nachweis mo¨glich.
Der gro¨ßte Abstand des Elektronenwellenpaketes vom Ion in Abha¨ngigkeit von der Emissi-
onszeit des Elektrons la¨sst sich ebenfalls durch die numerische Integration der Newtongleichung
fu¨r ein freies Elektron im Laserfeld (4.1) abscha¨tzen. Die Coulombwechselwirkung wurde dabei
vernachla¨ssigt. Die so berechneten Trajektorien der emittierten Elektronen zeigt Abbildung 4.12.
Dargestellt ist der Abstand des Elektrons vom Schwerpunkt der Kerne entlang der Polarisati-
onsachse des Laserfeldes in Abha¨ngigkeit von der Zeit und fu¨r ein Intervall von Emissionszeiten.
Hierbei wurden solche Elektronentrajektorien betrachtet, die eine Ru¨ckkehrenergie haben, die
oberhalb der Schwelle fu¨r die Anregung von H+2 innerhalb des zylindrischen Modells liegt. Im
linken Bild sind die Trajektorien dargestellt, die zur Ru¨ckstreuung um den Feldnulldurchgang
bei t = 166 a.u. beitragen. Analog zeigt das rechte Bild alle relevanten Trajektorien fu¨r das
zweite Ru¨ckstreuereignis um t = 221 a.u. Ein zur Zeit t = 78 a.u. emittiertes Elektronen-
wellenpaket (linkes Bild) wird im Laserfeld zirka 52 a.u. von den Kernen weggetrieben, um
danach zuru¨ckzukehren und zu streuen. Die Zeit der Ru¨ckkehr ist ungefa¨hr bei t = 182 a.u. Die
schwarze Linie symbolisiert die Elektronentrajektorie mit maximaler Ru¨ckkehrenergie. Wird das
Elektronenwellenpaket fru¨her emittiert, beschreibt es eine lange, anderenfalls eine kurze Trajek-
torie. Die Farbskala gibt die Ionisationswahrscheinlichkeit des Elektrons und somit die relative
Wahrscheinlichkeit der Elektronentrajektorien an. Diese wurden mit S-Matrix-Rechnungen er-
mittelt [74,231]. Durch die asymmetrische Pulsform besitzen die kurzen Trajektorien eine gro¨ßere
relative Ha¨ufigkeit beim ersten und die langen beim zweiten Ru¨ckstreuereignis.
Um die Ru¨ckstreuung nachzuweisen, wurden eine Reihe von Simulationen mit zusa¨tzlichen
Absorbern durchgefu¨hrt. Diese haben wie die Absorber am Gitterrand die Form
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Abbildung 4.12: Elektronentrajektorien fu¨r die beiden Ru¨ckstreuereignisse um die Feldnulldurchga¨nge
bei t = 166 a.u. (linkes Bild) und t = 221 a.u. (rechtes Bild) anhand der individuellen
Elektronenkoordinaten entlang der Polarisationsachse (z1, z2). Dargestellt sind dieje-
nigen Trajektorien, deren Elektronenwellenpakete eine genu¨gend große Ru¨ckstreuener-
gie haben, um das verbleibende Elektron in den ersten angeregten Zustand des verblei-
benden H+2 -Ions anzuregen. Die schwarze Linie repra¨sentiert die Elektronentrajektorie
mit maximaler Ru¨ckstreuenergie. Die Farbskala gibt die Ionisationswahrscheinlichkei-
ten und somit die relative Ha¨ufigkeit des jeweiligen Streuereignisses an Diese wurden
mit der S-Matrix-Theorie [74, 231] berechnet. Die gestrichelten Linien symbolisieren
die Grenzen der zusa¨tzlichen zeitabha¨ngigen Absorber (siehe Abbildungen 4.13 und
4.14.)
M(l) = cosal
(
π(l − l0)
2(lmax − l0)
)
, (4.27)
wobei l die Koordinate repra¨sentiert und der Exponent al =
1
2 gewa¨hlt wurde. Die La¨nge lmax−l0
der Maskenfunktion ist 10 a.u. Die Wellenfunktion wurde fu¨r l < l0 mit Eins, fu¨r l > lmax mit
Null und dazwischen mit der Maskenfunktion multipliziert. Die gestrichelten Linien in Abbildung
4.12 geben lmax an. Fu¨r die drei Rechnungen haben die zusa¨tzlichen Absorber jeweils die a¨ußeren
Grenzen zi,max =35 a.u., 25 a.u. bzw. 16 a.u. Die zusa¨tzlichen Absorber wurden zu den Feldma-
xima bei t = 138 a.u. (linke Teilabbildung) bzw. t = 191 a.u. (rechte Teilabbildung) ausgeschal-
tet, um sicherzustellen, das keine anderen Prozesse wie z.B. sequentielle Ionisation unterdru¨ckt
werden. Bei dem Absorber mit der ra¨umlichen Grenze zi,max = 35 a.u. wird nur ein Teil der Elek-
tronenwellenpakete mit langen Trajektorien absorbiert, beim Absorber mit zi,max = 25 a.u. das
gesamte Elektronenwellenpaket mit langen Trajektorien. Bei zi,max = 16 a.u. bleiben nur noch
Anteile mit sehr kurzen Trajektorien und geringer Ru¨ckkehrenergie u¨brig. Im Folgenden werden
die Auswirkungen der zusa¨tzlichen Absorber auf die Doppelionisationsprozesse diskutiert.
Zuna¨chst wird der Prozess der korrelierten gleichzeitigen Emission beider Elektronen betrach-
tet. Abbildung 4.13 zeigt die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten zum Zeitpunkt t = 230 a.u.
Die erste Reihe repra¨sentiert die Simulation ohne zusa¨tzlichen Absorber, jene in der zweiten
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Abbildung 4.13: U¨ber ρ (linke Spalte), u¨ber z (mittlere Spalte) und u¨ber Z (rechte Spalte) integrierte
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten zum Zeitpunkt t = 230 a.u. Dabei werden die
Ergebnisse ohne Absorber (erste Reihe) mit denen mit zusa¨tzlichem Absorber in der
Polarisationsebene (siehe Abbildung 4.12) ab zi = 35 a.u. (zweite Reihe), zi = 25 a.u.
(dritte Reihe) und zi = 16 a.u. (vierte Reihe) verglichen. Die Absorber wurden zum
Zeitpunkt t = 191 a.u. abgeschaltet.
Reihe die mit zusa¨tzlichem Absorber mit zi,max = 35 a.u. und entsprechend wurden fu¨r die
Ergebnisse in der dritten und vierten Reihe die Absorber zi,max = 25 a.u. bzw. zi,max = 16 a.u.
gewa¨hlt. Wie schon erwa¨hnt, erscheinen die doppelt ionisierten Wellenpakete zu diesem Zeit-
punkt in der z-Z-Verteilung (linke Spalte) vornehmlich im linken Dreieck. Die Elektronen werden
also zur selben Seite der Kerne in Bezug zur Polarisationsachse emittiert. Durch die Coulombab-
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stoßung entfernen sie sich schnell voneinander, was in einem Anstieg der senkrechten relativen
Koordinaten ρ (mittleres und linkes Bild in der ersten Reihe) zu sehen ist. Zudem ist ein Interfe-
renzmuster in der z-Z-Verteilung zu beobachten. Vergleicht man nun dieses Ergebnis mit denen
mit zusa¨tzlichem Absorber, so stellt man folgendes fest. Wenn nur ein kleiner Teil des einfach
ionisierten ausgehenden Elektronenwellenpaketes mit langen Trajektorien (zweite Reihe) absor-
biert wird, ist das gesamte Doppelionisationssignal schwa¨cher, aber alle Charakteristika bleiben
erhalten. Interessant ist der Fall, bei dem der ganze Anteil mit langen aber nur ein kleiner
mit kurzen Elektronentrajektorien (dritte Reihe) absorbiert wird. Zum einen ist in der z-Z-
Verteilung das Interferenzmuster verschwunden. Weiterhin ist die Sta¨rke der Doppelionisation
im Bereich Z = 30 bis 50 a.u. etwa gleich der ohne zusa¨tzlichen Absorber, bei kleineren z jedoch
deutlich schwa¨cher. Letzteres ist einleuchtend, da Elektronenwellenpakete mit kurzen Trajekto-
rien zeitlich vor denen mit langen Trajektorien zuru¨ckkehren und somit die Emission der beiden
Elektronen eher erfolgt. Das Verschwinden der Interferenzmuster la¨sst darauf schließen, dass die
Elektronenwellenpakete mit kurzen und solche mit langen Trajektorien miteinander interferie-
ren. Durch das Fehlen des Anteils mit langen Trajektorien bei den Ergebnissen in der dritten
Reihe sind keine Interferenzen mo¨glich. Ist der Absorber noch na¨her bei den Kernen, wird ein
noch gro¨ßerer Anteil des auslaufenden Elektronenwellenpaketes absorbiert. Da die relative Wahr-
scheinlichkeit der Emission von Elektronenwellenpaketen mit sehr kurzen Trajektorien sehr viel
kleiner als die mit langen Trajektorien ist (siehe rechtes Bild im Abbildung 4.12), verschwin-
det der Doppelionisationsanteil nahezu vollsta¨ndig. Die zusa¨tzlichen Absorber beeinflussen nicht
direkt die Mechanismen in unmittelbarer Na¨he der Kerne. Da sich aber die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeiten beim Vorhandensein zusa¨tzlicher Absorber trotzdem signifikant vera¨ndern, muss
das zuerst emittierte und dann absorbierte Elektronenwellenpaket dafu¨r verantwortlich sein. Die
Analyse zeigt also eindeutig, dass der Ru¨ckstreumechanismus bei den hier verwendeten Laserpa-
rametern der hauptverantwortliche Mechanismus fu¨r die korrelierte Emission beider Elektronen
ist. Zusa¨tzlich konnten Interferenzmuster in den Doppelionisationsverteilungen als U¨berlagerung
von Elektronenwellenpaketen mit kurzen und langen zuru¨ckkehrenden Trajektorien identifiziert
werden.
Weiterhin ist in der z-Z-Verteilung ohne zusa¨tzlichen Absorber eine Interferenzstruktur im
Bereich der Einfachionisation bei negativen Z zu sehen. Mit den zusa¨tzlichen Absorbern ver-
schwindet dieses Muster immer mehr, je na¨her der Absorber bei den Kernen ist. Im Falle des am
na¨chsten zu den Kernen platzierten Absorbers (linkes unteres Bild) ist nur noch ein Knoten zu
sehen. Dieser stammt aus der U¨berlagerung des bei t = 191 a.u. ionisierten Elektronenwellenpa-
ketes und eines zuru¨ckkehrenden, welches auf einer so kurzen Trajektorie verla¨uft, dass es den
Absorber nicht erreicht. Zudem liegt der Knoten genau dort, wo die verbleibenden Doppelioni-
sationsanteile zu sehen sind, so dass die Vera¨nderungen der Ionisationsverteilungen im Vergleich
zu den Rechnungen ohne zusa¨tzlichen Absorber die gleiche Ursache haben.
Analoge Rechnungen wurden fu¨r den zweiten Mechanismus der Doppelionisation, RESI,
durchgefu¨hrt. Das linke Bild in Abbildung 4.12 zeigt die Trajektorien derjenigen Elektronen,
deren Ru¨ckstreuenergie groß genug ist, um das H+2 -Ion anzuregen. Die Elektronen, die lange
Trajektorien beschreiben, haben eine viel gro¨ßere Emissionswahrscheinlichkeit als solche mit
kurzen Trajektorien. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten zum Zeitpunkt t = 205 a.u. sind
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Abbildung 4.14: U¨ber ρ (linke Spalte), u¨ber z (mittlere Spalte) und u¨ber Z (rechte Spalte) integrierte
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten zum Zeitpunkt t = 205 a.u. Dabei werden die
Ergebnisse ohne Absorber (erste Reihe) mit denen mit zusa¨tzlichem Absorber in der
Polarisationsebene (siehe Abbildung 4.12) ab zi = 35 a.u. (zweite Reihe), zi = 25 a.u.
(dritte Reihe) und zi = 16 a.u. (vierte Reihe) verglichen. Die Absorber wurden zum
Zeitpunkt t = 138 a.u. abgeschaltet.
in Abbildung 4.14 zu sehen. In der ersten Reihe sind wiederum die Ergebnisse der Rechnung ohne
zusa¨tzlichen Absorber dargestellt. Die anderen Resultate (zweite bis vierte Reihe) wurden mit
den gleichen Absorbern wie in Abbildung 4.13 ermittelt. Allerdings wurden diese bereits beim
vorherigen Maximum (t = 138 a.u.) abgeschaltet. Die Dichten in der mittleren und rechten
Spalte repra¨sentieren nur den doppelt ionisierten Anteil.
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In der z-Z-Verteilung ohne zusa¨tzlichen Absorber erscheint der Doppelionisationsanteil im
oberen und unteren Dreieck aus dem Bereich der Einfachionisation heraus. Es handelt sich somit
um die Ionisation eines zuvor bereits einfach ionisierten Wasserstoffmoleku¨ls. Durch die zeitlich
versetzte Emission beider Elektronen ist die Coulombabstoßung gering und somit die Dyna-
mik senkrecht zur Polarisationsachse vernachla¨ssigbar. Das manifestiert sich darin, dass sich die
Doppelionisationsbeitra¨ge nahe der Polarisationsachse (bei kleinen ρ) befinden. Wie auch bei der
korrelierten Emission sind Interferenzstrukturen zu erkennen. Diese sind ebenfalls in den ande-
ren Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten (mittleres und rechtes oberes Bild) zu erkennen. Der
Anteil bei Z = −10 a.u. und z = 0 geho¨rt zur korrelierten Emission nach dem folgenden bereits
in Abbildung 4.13 diskutierten Ru¨ckstreuereignis. Wird nur ein Teil des Elektronenwellenpaketes
mit langen Trajektorien absorbiert (zweite Reihe), wird lediglich der Kontrast des Interferenz-
musters schwa¨cher. Wird dagegen das gesamte Wellenpaket mit langen Trajektorien absorbiert,
verschwindet das Interferenzmuster vollsta¨ndig. Da der relative Anteil des Elektronenwellenpa-
ketes mit kurzen Trajektorien am gro¨ßten ist, gelingt es nicht, den Doppelionisationsanteil mit
dem ra¨umlich na¨chsten Absorber (untere Reihe) vollsta¨ndig zu unterdru¨cken. Ein Absorber,
der noch na¨her an den Kernen platziert werden wu¨rde, verursacht numerische Probleme, da in
diesem Fall wesentliche Anteile des gebundenen H2-Moleku¨ls fortwa¨hrend absorbiert wu¨rden.
Nichtsdestotrotz lassen sich die folgenden Schlussfolgerungen ziehen. Die deutliche Vera¨nderung
der Doppelionisationsstruktur (Verschwinden der Interferenzmuster) bei den gewa¨hlten zusa¨tz-
lichen Absorbern la¨sst sich nur so erkla¨ren, dass das zuerst emittierte, im Laserfeld getriebene
und anschließend am Ion streuende Elektron fu¨r diesen Doppelionisationsprozess verantwortlich
ist. Es handelt sich deshalb nicht um sequentielle Ionisation. Weiterhin kann man folgern, dass
das zweite Elektron aus einem angeregten Zustand emittiert wurde. Aufgrund der Vera¨nderung
des Doppelionisationsmusters muss eine Wechselwirkung zwischen den beiden Elektronen statt-
gefunden haben. Dafu¨r kommt nur die Anregung in Frage. Zudem mu¨sste im Fall der Emission
aus dem Grundzustand Doppelionisation bereits beim vorherigen Feldmaximum (t = 138 a.u.)
in der gleichen Form wie hier gezeigt auftreten. Das ist aber nicht der Fall. Man kann daher
schlussfolgern, dass Ru¨ckstreuung mit Anregung und anschließender Tunnelionisation zu dieser
Art von Doppelionisation fu¨hrt. Diesen Prozess bezeichnet man als RESI (vgl. Abschnitt 2.4.4).
4.9 Abha¨ngigkeit von verschiedenen Parametern
In diesem abschließenden Abschnitt wird die Abha¨ngigkeit der Einfach- und Doppelionisation
von verschiedenen Parametern untersucht. Diese sind die Intensita¨t des Laserfeldes, die Wel-
lenla¨nge, der Kernabstand und die Definition der Regionen fu¨r Einfach- und Doppelionisation.
4.9.1 Abha¨ngigkeit von der Intensita¨t
Zuna¨chst wird die Abha¨ngigkeit der Einfach- und Doppelionisation von der Intensita¨t untersucht.
Alle anderen Parameter bleiben konstant. Abbildung 4.15 zeigt die Werte der Einfach- und Dop-
pelionisation am Ende des Laserpulses in Abha¨ngigkeit von der Intensita¨t. Die durchgezogene
Linie repra¨sentiert die Einfachionisations- und die gestrichelte die Doppelionisationswahrschein-
lichkeit. Beide Kurven haben u¨ber das gesamte betrachtete Intensita¨tsintervall einen monotonen
75
0 2 4 6 8 10
Intensität (1014 W/cm2)
10-7
10-6
10-5
10-4
10-3
10-2
10-1
100
Io
ni
sa
tio
ns
w
ah
rs
ch
ei
nl
ic
hk
ei
t
Einfachionisation
Doppelionisation
Abbildung 4.15: Einfach- (durchgezogene Linie) und Doppelionisationswahrscheinlichkeit (gestrichelte
Linie) als Funktion der Intensita¨t fu¨r einen Dreizyklenlaserpuls mit der einer Wel-
lenla¨nge von 800 nm.
Anstieg, der aber mit steigender Intensita¨t geringer wird. Letzteres ist in der Sa¨ttigungsintensita¨t
begru¨ndet, die innerhalb dieses Modells etwa bei I = 2 × 1014 W/cm2 liegt. In einem Modell,
bei dem die Bewegung der Elektronen auf eine Dimension entlang der Polarisationsrichtung des
Laserfeldes beschra¨nkt wurde, betra¨gt die Sa¨ttigungsintensita¨t etwa I = 4× 1014 W/cm2 [232].
Die Doppelionisationsmechanismen bei mittleren Intensita¨ten wie die in diesem Kapitel ver-
wendeten I = 3 × 1014 W/cm2 bestehen aus der gleichzeitigen Emission beider Elektronen
nach Ru¨ckstreuung und RESI. Abbildung 4.16 zeigt beispielhaft die Ionisationswahrscheinlich-
keiten bei einer Intensita¨t von I = 1 × 1015 W/cm2. Wa¨hrend die Einfachionisation die schon
bekannte stufenartige Zeitentwicklung besitzt, ist die Doppelionisationskurve im Vergleich zu
kleineren Intensita¨ten modifiziert. Der Anstieg bei t = 150 a.u. ist auf die korrelierte Emis-
sion nach Ru¨ckstreuung zuru¨ckzufu¨hren, beim nachfolgenden Feldmaximum steigt die Ionisa-
tionswahrscheinlichkeit aber viel deutlicher als bei kleineren Intensita¨ten an. Der Grund ist
sequentielle Ionisation, die in diesem Intensita¨tsbereich bereits eine signifikante Rolle spielt.
Testrechnungen mit zusa¨tzlichen Absorbern, die in Abbildung 4.12 dargestellt wurden (Ab-
schalten bei t = 138 a.u.), zeigen, dass die Doppelionisationsanteile im oberen und unteren
Dreieck der z-Z-Verteilungen im Zeitverlauf die gleiche Sta¨rke unabha¨ngig vom gewa¨hlten Ab-
sorber haben und aus dem Bereich der einfach ionisiserten Wellenpakete stammen. Da RESI
im Fall zusa¨tzlicher Absorber zumindest teilweise unterdru¨ckt ist, muss es sich hierbei um Bei-
tra¨ge aus sequentieller Ionisation handeln, wobei die Ionisation an den Feldmaxima t = 138 a.u.
und t = 191 a.u. erfolgt. U¨berlagert wird der Beitrag der sequentiellen Ionisation im Zeitinter-
vall t = 210 bis 230 a.u. durch die korrelierte Emission beider Elektronen. Beide Mechanismen
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Abbildung 4.16: Einfach- und Doppelionisationswahrscheinlichkeit als Funktion der Zeit. Die Intensita¨t
betra¨gt I = 1× 1015 W/cm2.
tragen etwa gleich stark zur Doppelionisation bei. Fu¨r die Betrachtung von sequentieller Ioni-
sation bei noch gro¨ßeren Intensita¨ten mu¨sste das Gitter wesentlich vergro¨ßert werden, damit
sich der einfach ionisierte Anteil noch auf dem Gitter befindet, wenn das zweite Elektron emit-
tiert wird. Ist das einfach ionisierte Wellenpaket bereits absorbiert, wird sequentielle Ionisation
unterdru¨ckt. Experimentelle und theoretische Untersuchungen von Doppelionisation in Atomen
und Moleku¨len (siehe z.B. [37,232]) zeigen die in Abschnitt 2.4 beschriebene Kniestruktur. Diese
tritt aber bei H2 erst bei Intensita¨ten von I > 10
15 W/cm2 auf [232] und ist daher in Abbildung
4.15 nicht zu sehen.
4.9.2 Abha¨ngigkeit von der Wellenla¨nge
In diesem Abschnitt wird die Zeitentwicklung der Ionisation bei verschiedenen Wellenla¨ngen
verglichen. Bei der Interpretation ist zu beachten, dass der Umkehrpunkt des Elektrons im
Laserfeld, die ponderomotive Energie
Up =
E20
4ω2
(4.28)
und somit die Energie bei der Ru¨ckstreuung quadratisch von der Wellenla¨nge
λ =
2πc
ω
(4.29)
abha¨ngen. Je kleiner die Wellenla¨nge des Laserfeldes ist, desto kleiner wird auch die Ru¨ckstreu-
energie, und Ru¨ckstreuung als Mechanismus der Doppelionisation mehr und mehr unterdru¨ckt.
Abbildung 4.17 zeigt die Einfach- (durchgezogene Linien) und Doppelionisationswahrschein-
lichkeiten (gestrichelte Linien) als Funktion der Zeit fu¨r drei verschiedene Wellenla¨ngen: 800 nm
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Abbildung 4.17: Einfach- (durchgezogene Linien) und Doppelionisationswahrscheinlichkeiten (gestri-
chelte Linien) als Funktion der Zeit fu¨r verschiedene Wellenla¨ngen: 800 nm (schwarze
Kurven), 400 nm (blaue Kurven) und 200 nm (gru¨ne Kurven). Die Intensita¨t betra¨gt
jeweils I = 3× 1014 W/cm2 und die Zahl der Feldzyklen ist 3.
(schwarze Kurven), 400 nm (blaue Kurven) und 200 nm (gru¨ne Kurven). Die stufenartige Struk-
tur der Einfachionisationskurve mit Anstiegen jeweils kurz nach den Feldmaxima ist bei Wel-
lenla¨ngen bis 200 nm noch gut sichtbar. Der geringe Abfall der Einfachionisationskurven vor
dem jeweils na¨chsten Anstieg hat die Ursache darin, dass ein Teil des Elektronenwellenpaketes
durch das Laserfeld zum Ion zuru¨ckgetrieben wird und somit die definierte Region der Ein-
fachionisation wieder verla¨sst. Dieser Abfall ist in der Einfachionisationskurve bei 200 nm nicht
zu sehen, da die Driftenergie der Elektronen geringer ist und diese daher la¨nger beno¨tigen, die
einfach ionisierte Region u¨berhaupt zu erreichen. Zudem ist die Zeitachse auf die Anzahl der
Laserzyklen skaliert. Je gro¨ßer die Wellenla¨nge ist, desto gro¨ßer ist auch die Periodendauer.
Die Photonenenergie wird mit fallender Wellenla¨nge gro¨ßer. Somit wird Ionisation in diesem
Fall immer wahrscheinlicher. Das erkla¨rt das Verhalten der Kurven zum Ende des Laserpulses.
Wa¨hrend die Einfachionisationsausbeute bei einer Wellenla¨nge von 800 nm konstant bleibt, stei-
gen jene bei 400 und 200 nm weiter an, so dass die Ionisationswahrscheinlichkeiten am Ende des
Laserpulses schon go¨ßer als bei 800 nm sind. Der Anstieg letzterer Kurve ist nach drei Zyklen
deutlich gro¨ßer als jener der Kurve, die eine Wellenla¨nge von 400 nm repra¨sentiert, so dass zu
erwarten ist, das die Ionisationsausbeute bei 200 nm im weiteren Zeitverlauf u¨bertreffen wird.
Ein analoges Verhalten ist auch bei den Doppelionisationskurven zu erkennen. Bei 800 nm
steigt sie um die Feldnulldurchga¨nge herum stark an, da zu diesen Zeitpunkt die korrelierte
Emission nach Ru¨ckstreuung stattfindet. Bei 400 nm (blaue gestrichelte Kurve) und 200 nm
(gru¨ne gestrichelte Kurve) ist dieses Verhalten ebenso noch erkennbar. Mit kleiner werdender
78
0 100 200 300
Zeit (a.u.)
10-7
10-6
10-5
10-4
10-3
10-2
10-1
Io
ni
sa
tio
ns
w
ah
rs
ch
ei
nl
ic
hk
ei
t
Rk=1.7 a.u.
Rk=2.0 a.u.
Rk=2.3 a.u.
Abbildung 4.18: Einfach- (durchgezogene Linien) und Doppelionisationswahrscheinlichkeiten (gestri-
chelte Linien) als Funktion der Zeit fu¨r verschiedene feste Kernabsta¨nde. Die Inten-
sita¨t betra¨gt jeweils I = 3× 1014 W/cm2.
Wellenla¨nge wird auch die Ru¨ckstreuenergie geringer. Da sich jedoch die Photonenenergie erho¨ht,
wird Anregung wahrscheinlicher. Somit sollte das Verha¨ltnis von RESI zu korrelierter Emission
mit kleiner werdender Wellenla¨nge immer gro¨ßer werden. Genau das ist in den Doppelionisati-
onskurven in Abbildung 4.17 zu sehen. Der Anstieg der Kurven zu den Feldmaxima, bei denen
korreliertte Emission zu erwarten ist, wird umso flacher, je kleiner die Wellenla¨nge ist. Jedoch
wird dabei der Anstieg an den Feldmaxima gro¨ßer, da RESI die Ionisation aus einem angeregten
Zustand beinhaltet.
4.9.3 Abha¨ngigkeit vom Kernabstand
Die bisherigen numerischen Simulationen erfolgten bei einem festen Kernabstand von 2.034 a.u.
Das entspricht dem Gleichgewichtsabstand des Wasserstoffmoleku¨ls im Rahmen des zylindri-
schen Modells. In den folgenden Rechnungen wurde der feste Kernabstand variiert. Da alle
anderen Parameter (insbesondere der Parameter a2) gleich bleiben, modifizieren sich die Ionisati-
onsenergien. Sie werden bei kleineren Kernabsta¨nden gro¨ßer. Berechnet wurden die Wahrschein-
lichkeiten von Einfach- und Doppelionisation als Funktion der Zeit im Intervall von Rk = 1.7
bis 2.3 a.u.
Abbildung 4.18 zeigt die Ergebnisse fu¨r die obere und untere Grenze sowie fu¨r den Gleich-
gewichtsabstand. Sowohl die Kurven der Einfachionisation als auch jene der Doppelionisation
haben jeweils die gleichen charakteristischen Eigenschaften. Die Einfachionisationskurven stei-
gen jeweils kurz nach den Feldmaxima in U¨bereinstimmung mit dem Tunnelionisationsmodell.
Die Doppelionisationskurven haben starke Anstiege bei den Feldnulldurchga¨ngen, da dort die
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Abbildung 4.19: Einfach- (durchgezogene Linien) und Doppelionisationswahrscheinlichkeiten (gestri-
chelte Linien) als Funktion der Zeit fu¨r verschiedene Bereiche von Einfachionisa-
tion und Doppelionisation (siehe Relationen (4.10)-(4.14)). Die Intensita¨t betra¨gt
I = 3× 1014 W/cm2.
gleichzeitige Emission beider Elektronen nach Ru¨ckstreuung stattfindet. Sie steigen aber auch
bei den Feldmaxima, an denen RESI auftritt. Die quantitativen Unterschiede der beiden Dop-
pelionisationsmechanismen sowohl in der absoluten als auch in der relativen Sta¨rke sind in den
unterschiedlichen Ionisationsenergien begru¨ndet.
Da qualitativ aber keinerlei Unterschiede bei verschiedenen Kernabsta¨nden zu sehen sind,
kann man schlussfolgern, dass das Auftreten der besprochenen Doppelionisationsmechanismen
nicht vom gewa¨hlten Kernabstand abha¨ngt und dass eine Bewegung der Kerne die Ergebnisse
nur quantitativ beeinflussen wu¨rde.
4.9.4 Abha¨ngigkeit von der Definition der Ionisationsregionen
Die Definitionen der Regionen fu¨r Einfach- und Doppelionisation (4.10)-(4.14) sind im Prin-
zip frei wa¨hlbar. Die Schlussfolgerungen du¨rfen somit nicht von der Wahl der Absta¨nde der
Elektronen von den Kernen fu¨r die einzelnen Regionen abha¨ngen. Abbildung 4.19 zeigt die Zeit-
entwicklung von Einfachionisation (durchgezogene Linien) und Doppelionisation (gestrichelte
Linien) fu¨r den in diesem Kapitel u¨berwiegend betrachteten Laserpuls fu¨r drei Parameterpaare.
Die schwarzen Linien korrespondieren zu den Grenzen 17 a.u und 14.3 a.u. in den Relationen
(4.10)-(4.12), die blauen zu den Grenzen 12 a.u. und 8 a.u. und die gru¨nen zu den Grenzen 20 a.u.
und 10 a.u. Erstere wurden fu¨r die bisherigen numerischen Berechnungen in diesem Kapitel ver-
wendet und dienen hier als Referenz. Sowohl qualitativ als auch quantitativ weisen die Kurven
kaum Unterschiede auf. Im Fall des Tupels (12 a.u. / 8 a.u.) tritt die Einfachionisation etwas
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eher auf, da sich das emittierte Elektronenwellenpaket weniger weit von den Kernen entfernen
muss, bevor es die Einfachionisationsregion erreicht. Entsprechend geschieht das beim Parame-
terpaar (20 a.u. / 10 a.u.) etwas spa¨ter. Ebenso sind die Doppelionisationskurven nur zeitlich
ein wenig verschoben. Der wesentliche Beitrag der Doppelionisation erfolgt durch gleichzeitige
Emission beider Elektronen nach Ru¨ckstreuung. Im Fall des Parameterpaares (12 a.u. / 8 a.u.)
mu¨ssen beide Elektronen eine geringere Distanz zu den Kernen u¨berwinden, um in den doppelt
ionisierten Bereich zu gelangen. Deshalb erscheint Doppelionisation zu einem fru¨heren Zeitpunkt
als bei den beiden anderen Parameterpaaren. Im Falle der Paare (20 a.u. / 10 a.u.) und (17 a.u
/ 14.3 a.u.) ha¨ngt das Erreichen des Doppelionisationsbereichs vom relativen Abstand der Elek-
tronen entlang der Polarisationsrichtung |z| ab. Wa¨hrend im ersten Fall die Region gebundener
Elektronen gro¨ßer ist, ist der Einfachionisationsbereich kleiner. Elektronenpaare mit geringem
Abstand |z| erreichen die Doppelionisationsregion eher beim Parameterpaar (17 a.u / 14.3 a.u.).
Andererseits beno¨tigen Elektronenpaare in diesem Fall la¨nger, die Doppelionisationsregion zu
erreichen, wenn der Abstand |z| groß ist, da zuna¨chst noch die Region der Einfachionisation
durchquert werden muss. Deshalb tritt die Doppelionisation im Bereich der Feldmaxima (RE-
SI) etwas eher beim Tupel (20 a.u. / 10 a.u.) auf, wa¨hrenddessen die Anteile der korrelierten
Emission in diesem Fall ein wenig spa¨ter sichtbar werden.
Abbildung 4.19 zeigt deutlich, dass die Wahl der Parameter fu¨r die Definition der Einfach-
und Doppelionisationsregionen die Zeitentwicklung von Einfach- und Doppelionisation nicht
signifikant beeinflusst.
81
82
5 Abha¨ngigkeit der Doppelionisation von der
molekularen Orientierung: Planares Modell
Nachdem im vorangegangenen Kapitel die Hauptmechanismen zur Doppelionisation in Was-
serstoffmoleku¨len identifiziert und charakterisiert werden konnten, erfolgt in diesem Kapitel die
quantitative Analyse abha¨ngig von der Orientierung der Moleku¨lachse relativ zur Polarisations-
achse des Laserfeldes.
5.1 Numerische Details
Wie bereits in Abschnitt 3.5 kurz dargestellt wurde, ist es numerisch aufwendig, das zylindri-
sche Modell fu¨r Untersuchungen in Abha¨ngigkeit von der molekularen Ausrichtung zu verwen-
den, da die Wellenfunktion auch vom Rotationswinkel der Relativkoordinate abha¨ngt. Um den
numerischen Aufwand nicht zu groß werden zu lassen, wurde als Modellsystem ein planares
Wasserstoffmoleku¨l gewa¨hlt. Damit wird die Anzahl der Dimensionen der Elektronenbewegung
auf insgesamt vier reduziert. Da der numerische Aufwand in diesem Fall trotzdem noch etwa
einhundertmal so groß wie bei den Rechnungen im letzten Kapitel wa¨re (entsprechend der Git-
terpunktzahl der vierten Dimension), wurde die Schwerpunktkoordinate wie im zylindrischen
Modell auf die Dimension entlang der Polarisationsachse beschra¨nkt. Die Elektronen besitzen
daher in diesem Modell drei Freiheitsgrade, womit der rechnerische Aufwand etwa genauso groß
wie im zylindrischen Modell ist. Das gewa¨hlte Koordinatensystem wurde bereits in Abbildung
3.2 gezeigt. Es unterscheidet sich vom zylindrischen Modell nur durch die Beschra¨nkung der
Relativkoordinate senkrecht zur Polarisationsachse auf eine Dimension. Damit ist sowohl die
Elektron-Elektron-Wechselwirkung als auch die Elektron-Kern-Wechselwirkung auf eine Ebe-
ne beschra¨nkt, was zu einer Versta¨rkung der Wechselwirkungen und damit zu einer ho¨heren
Ionisationswahrscheinlichkeit fu¨hrt (vgl. Diskussion in Abschnitt 5.3).
Fu¨r die folgenden Rechnungen wurde ein Rampenpuls (siehe Abbildung 5.1) der Form
E(t) = E0f(t) sin (ωt) (5.1)
mit der einhu¨llenden Funktion
f(t) =


ω
2πn1
t : 0 ≤ t < t1
1 : t1 ≤ t ≤ t2
ω
2πn2
(tend − t) : t2 < t ≤ tend,
(5.2)
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Abbildung 5.1: Laserfeld (5.1) als Funktion der Zeit. Die Intensita¨t betra¨gt 2×1014 W/cm2. Der blaue
Punkt gibt den Zeitpunkt des spa¨ter analysierten Ru¨ckstreuereignisses an, der gru¨ne
das darauf folgende Feldmaximum, an dem RESI zu erwarten ist.
t1 =
2πn1
ω
, (5.3)
t2 =
2π(n− n2)
ω
(5.4)
gewa¨hlt. Die Zahl der Zyklen beim Anschalten betra¨gt n1 = 2, der Zahl der Zyklen beim Ab-
schalten n2 = 2 und der Gesamtzyklenzahl n = 7. Als Wellenla¨nge wurde wieder λ = 800 nm
gewa¨hlt. Der Vorteil dieser Pulsform gegenu¨ber der des 3-Zyklen-Pulses mit sin2-Einhu¨llender
liegt darin, dass nach dem Anschalten von zwei Zyklen La¨nge die Amplitude der Feldmaxima
u¨ber einige Zyklen hinweg konstant ist. Somit lassen sich die Beitra¨ge verschiedener Mechanis-
men wie z.B. gleichzeitige Emission beider Elektronen nach Ru¨ckstreuung und RESI quantitativ
vergleichen.
Die Gitterparameter zur Lo¨sung der Schro¨dingergleichung (3.26) mit dem Hamiltonoperator
(3.24) lauten
∆Z = ∆x = ∆z = 0.5 a.u., (5.5)
∆t = 0.05 a.u., (5.6)
NZ = 250, (5.7)
Nz = 500, (5.8)
Nx = 300. (5.9)
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Orientierung Zustand H2 H
+
2
parallel E0 -1.1745 -0.6257
E1 -0.9450 -0.3430
E2 -0.7721 -0.3354
senkrecht E0 -1.1297 -0.5809
E1 -0.8310 -0.2858
E2 -0.8179 -0.2652
Literatur E0 -1.1745 -0.6
E1 -0.785 -0.39
E2 -0.7 -0.39
Tabelle 5.1: Energien der energetisch niedrigsten drei Eigenzusta¨nde von H2 und dem Zweielektronen-
H+2 -Moleku¨l im planaren Modell fu¨r die beiden molekularen Ausrichtungen. Die Literatur-
werte wurden aus [227,229] fu¨r H2 und aus [228] fu¨r H
+
2 entnommen. Der Literaturwert der
angeregten H+2 -Zusta¨nde ist der Mittelwert des 1sσg- (-0.6 a.u.) und des 2pσu-Zustandes
(-0.18 a.u.).
Diese sind identisch mit denen des zylindrischen Modells mit Ausnahme der Gitterpunktzahl
fu¨r x. Diese ist hier doppelt so hoch, um die gleichen Ausmaße des Gitters zu gewa¨hrleisten.
Ebenso wurden die Definitionen der Regionen fu¨r H2, H
+
2 und H
2+
2 (Relationen (4.10)-(4.14))
beibehalten.
5.2 Moleku¨lparameter und Eigenzusta¨nde
Wie in den bisherigen Experimenten [16,71] werden im Rahmen dieses Kapitels die beiden we-
sentlichen Orientierungen der Moleku¨lachse, na¨mlich senkrecht und parallel zur Polarisations-
achse, betrachtet. Die Schwierigkeit, aussagekra¨ftige Ergebnisse zu erlangen, bestand zuna¨chst
darin, geeignete Werte fu¨r den Kernabstand und den Parameter a2 zu bestimmen, so dass die
Ionisationsenergie und Doppelionisationsenergie in H2 sowie die Anregungsenergie in H
+
2 fu¨r die
beiden Orientierungen etwa u¨bereinstimmen. Ist das nicht der Fall, ist ein quantitativer Ver-
gleich nicht sinnvoll, da die Ionisations- und Anregungswahrscheinlichkeiten von der jeweiligen
Ionisations- bzw. Bindungsenergie abha¨ngen. Die Eigenzusta¨nde und Eigenenergien wurden fu¨r
den Kernabstand
Rk = 1.4 a.u. (5.10)
und den Parameter
a2planar = 0.622 (5.11)
bestimmt. Die Eigenenergien von H2 und H
+
2 sind in Tabelle 5.1 fu¨r beide Orientierungen zu-
sammengefasst. Die Grundzustandsenergie des Wasserstoffmoleku¨ls in paralleler Orientierung
stimmt exakt mit dem Wert aus der Born-Oppenheimer-Na¨herung [227] u¨berein. Etwa eine
Photonenenergie kleiner ist sie im Falle senkrechter Orientierung. Die Grundzustandsenergie des
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Abbildung 5.2: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten der energetisch niedrigsten drei Eigenzu-
sta¨nde des planaren H2-Modellsystems fu¨r den Fall der Orientierung der Moleku¨lachse
parallel zur Polarisationsachse des Laserpulses. Die Bilder in der linken Spalte repra¨sen-
tieren den Grundzustand, die in der mittleren den ersten angeregten und die in der
rechten Spalte den zweiten angeregten Zustand. In der oberen Reihe wurde die Aufent-
haltswahrscheinlichkeitsdichte u¨ber die Koordinate x, in der mittleren u¨ber z und in
der unteren u¨ber Z integriert.
Zweielektronen-H+2 ist in beiden Fa¨llen etwa gleich weit vom Literaturwert -0.6 a.u. entfernt.
Man beachte, dass die Ionisationsenergie E0(H2)−E0(H+2 ) fu¨r beide Orientierungen nahezu iden-
tisch sind. Des Weiteren ist die Anregungsenergie von des Zweielektronen-H+2 im Falle paralleler
Orientierung etwas kleiner als im senkrechten Fall.
Die entsprechenden drei Eigenzusta¨nde zeigen die Abbildungen 5.2 (H2 in paralleler Orientie-
rung), 5.3 (H2 in senkrechter Orientierung), 5.4 (Zweielektronen-H
+
2 in paralleler Orientierung)
und 5.5 (Zweielektronen-H+2 in senkrechter Orientierung). Dargestellt sind die u¨ber x (obere
Reihe), z (mittlere Reihe) bzw. Z (untere Reihe) integrierten Aufenthaltswahrscheinlichkeits-
dichten. Die Diskussion der Eigenzusta¨nde von H2 im Falle paralleler Orientierung (Abbildung
5.2) ist analog zum zylindrischen Modell, bei dem die Moleku¨lachse ebenfalls parallel zur Pola-
risationsachse ausgerichtet war. Der Kernabstand ist zwar etwas geringer als im zylindrischen
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Abbildung 5.3: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten der energetisch niedrigsten drei Eigenzu-
sta¨nde des planaren H2-Modellsystems fu¨r den Fall der Orientierung der Moleku¨lachse
senkrecht zur Polarisationsachse des Laserpulses. Die Bilder in der linken Spalte re-
pra¨sentieren den Grundzustand, die in der mittleren den ersten angeregten und die
in der rechten Spalte den zweiten angeregten Zustand. In der oberen Reihe wurde die
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte u¨ber die Koordinate x, in der mittleren u¨ber z
und in der unteren u¨ber Z integriert.
Modell, das beeinflusst die qualitative Form der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten aber
nicht. Der Grundzustand zeigt Maxima der Elektronenverteilung bei Z = 0 und |z| ≈ ±Rk
und Maxima bei x = 0. Somit befindet sich je ein Elektron bei einem der Kerne, was der domi-
nant kovalenten Struktur des GrundzustandsX1Σ+g entspricht. Die Dichte des ersten angeregten
Zustandes (mittlere Spalte) besitzt einen Knoten bei z = 0. Dieser ist somit rein kovalent, was
mit dem ersten angeregten Zustand in der Literatur (b3Σ+u ) u¨bereinstimmt. Der zweite angeregte
Zustand (rechte Spalte) ist rein ionisch. Er besitzt einen Knoten bei Z = 0. Somit sind beide
Elektronen am gleichen Kern lokalisiert. Im Vergleich zum zylindrischen Modell ist der relative
Abstand sowohl in Richtung parallel zur Polarisationsachse (|z|) als auch senkrecht dazu (|x|)
gro¨ßer, was durch die Beschra¨nkung der Relativkoordinate auf eine Ebene begru¨ndet ist.
Der Fall senkrechter Orientierung (Abbildung 5.3) ist analog, jedoch sind die Rollen der
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Abbildung 5.4: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten der energetisch niedrigsten drei Eigenzu-
sta¨nde des planaren Zweielektronen-H+2 -Modellsystems fu¨r den Fall der Orientierung
der Moleku¨lachse parallel zur Polarisationsachse des Laserpulses. Die Bilder in der
linken Spalte repra¨sentieren den Grundzustand, die in der mittleren den ersten ange-
regten und die in der rechten Spalte den zweiten angeregten Zustand. In der oberen
Reihe wurde die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte u¨ber die Koordinate x, in der
mittleren u¨ber z und in der unteren u¨ber Z integriert.
beiden Relativkoordinaten x und z vertauscht. Die x-z-Verteilung des Grundzustandes (linkes
unteres Bild) zeigt ebenfalls zwei Maxima bei |x| ≈ ±Rk und bei z = 0. Somit liegt auch hier der
X1Σ+g -Zustand vor. Ganz analog ist die Interpretation des ersten angeregten Zustandes, welcher
hier ebenfalls den b3Σ+u -Zustand repra¨sentiert. Ein ionischer Zustand (beide Elektronen an einem
Kern) kann im Falle senkrechter Orientierung der Moleku¨lachse zur Polarisationsachse aufgrund
der Beschra¨nkung der Schwerpunktkoordinate der Elektronen auf die Achse zwischen den beiden
Kernen nicht beschrieben werden. Der zweite angeregte Zustand zeigt eine Konfiguration, bei der
beide Elektronen auf der Achse zwischen den beiden Kernen (x = 0) liegen und einen Abstand
von etwa z = 2 a.u. haben. Bei z = 0 befindet sich ein Knoten, der Schwerpunkt liegt bei Z = 0.
Das sind Eigenschaften eines Π-Zustandes. Die Eigenschaften dieser Konfiguration sind konform
mit denen des C1Πu-Zustandes.
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Abbildung 5.5: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten der energetisch niedrigsten drei Eigenzu-
sta¨nde des planaren Zweielektronen-H+2 -Modellsystems fu¨r den Fall der Orientierung
der Moleku¨lachse senkrecht zur Polarisationsachse des Laserpulses. Die Bilder in der
linken Spalte repra¨sentieren den Grundzustand, die in der mittleren den ersten ange-
regten und die in der rechten Spalte den zweiten angeregten Zustand. In der oberen
Reihe wurde die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte u¨ber die Koordinate x, in der
mittleren u¨ber z und in der unteren u¨ber Z integriert.
Nun folgt die Diskussion der Eigenzusta¨nde des Zweielektronen-Wasserstoffmoleku¨lions fu¨r
beide Orientierungen. Hierbei ist wieder zu beachten, dass Zweielektronenverteilungen gezeigt
werden, wobei die Elektronen nicht miteinander wechselwirken. Die Aufenthaltswahrscheinlich-
keitsdichten im Falle paralleler Moleku¨lorientierung (Abbildung 5.4) sollten qualitativ mit denen
des zylindrischen Modells (Abbildung 4.4) u¨bereinstimmen. Im Falle des Grundzustandes (lin-
ke Spalte) trifft das zu. Die Elektronenverteilung ist bei Z = 0, z = 0 und x = 0 lokalisiert.
Durch den geringen Kernabstand ist nur ein Maximum zu sehen. Der Grundzustand kann daher
als U¨berlagerung zweier σg-Zusta¨nde charakterisiert werden. Die beiden entarteten angereg-
ten Zusta¨nde sind im Vergleich zum zylindrischen Modell vertauscht. Die Elektronenverteilung
des ersten angeregten Zustandes (mittlere Spalte) besitzt Maxima der Elektronenverteilung bei
|z| = 0, |Z| ≈ Rk/2 und x = 0 mit einem Knoten bei Z = 0 und die Elektronenverteilung
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des zweiten angeregten Zustandes (rechte Spalte) Maxima bei Z = 0, |z| ≈ Rk und x = 0 mit
einem Knoten bei z = 0. Wie bereits in Abschnitt 4.4 beschrieben, befindet sich beim ersten
angeregten Zustand ein Elektron in einem σg- und eines in einem σu-Orbital. Dieser Zustand
ist entartet, was genau zu den in der mittleren und rechten Spalte diskutierten Verteilungen
fu¨hrt. Die Energien dieser beiden Zusta¨nde (siehe Tabelle 5.1) liegen nahe beieinander, was die
Interpretation der Entartung stu¨tzt.
Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten der ersten drei Zusta¨nde des Zweielektronen-H+2 -
Modellmoleku¨ls im Fall senkrechter Orientierung der Moleku¨lachse zur Laserpolarisationsachse
zeigt Abbildung 5.5. Der Grundzustand (linke Spalte) hat genau die gleichen Eigenschaften wie in
paralleler Orientierung. Er kann somit als U¨berlagerung zweier σg-Zusta¨nde interpretiert werden.
Auch die beiden angeregten Zusta¨nde, in denen sich je ein Elektron im σg- bzw. σu-Orbital
befindet, sind analog zu denen paralleler Orientierung, wobei die Reihenfolge gegenu¨ber dieser
vertauscht ist. Jedoch sind auch hier die Energien beider Zusta¨nde sehr nahe beieinander, so
dass diese auch im Fall senkrechter molekularer Ausrichtung als entartete Zusta¨nde interpretiert
werden ko¨nnen.
Somit lassen sich folgende Erwartungen bezu¨glich der Ionisationseigenschaften formulieren.
Da die Einfachionisationsenergien in beiden Ausrichtungen gleich sind, du¨rfte die Einfachionisa-
tionsausbeute ebenfalls etwa gleich fu¨r beide Orientierungen sein. Der Prozess der gleichzeitigen
Emission beider Elektronen ha¨ngt im Wesentlichen vom Ionisationspotential des Wasserstoff-
moleku¨lions ab. Dieses ist im Fall senkrechter Ausrichtung etwas geringer. Damit sollte die
Ionisationswahrscheinlichkeit in dieser Orientierung etwas gro¨ßer als in paralleler sein. RESI
hingegen besteht aus den beiden Teilprozessen Anregung des H+2 -Ions und anschließende Ioni-
sation. Letztere geschieht aus Symmetriegru¨nden aus dem σu-Zustand bevorzugt in paralleler
Ausrichtung [113,142] (siehe auch die Ausfu¨hrungen in Abschnitt 2.3.3). Somit ist zu erwarten,
dass die auf RESI zuru¨ckzufu¨hrende Doppelionisationsausbeute in paraller Orientierung gro¨ßer
als in senkrechter ist.
5.3 Zeitentwicklung der Ionisation
Vor der quantitativen Analyse erfolgt zuna¨chst ein qualitativer Vergleich der Einfach- und Dop-
pelionisationswahrscheinlichkeiten bei unterschiedlichen Moleku¨lausrichtungen sowohl unterein-
ander als auch zum zylindrischen Modell. Dabei wurde auch fu¨r das zylindrische Modell ein
internuklearer Abstand von Rk = 1.4 a.u. gewa¨hlt. Die schon in Abschnitt 4.4 gezeigten Ei-
genzusta¨nde sind analog auch fu¨r den kleineren Kernabstand gu¨ltig. Der entsprechende Pa-
rameter im Elektronen-Kernpotential im Hamiltonoperator (3.23) ist a2 = 0.366, womit die
Energie der H2-Grundzustandsenergie innerhalb des zylindrischen Modells mit dem Literatur-
wert (−1.1745 a.u.) u¨bereinstimmt Die Modellrechnungen starteten wie im vorangegangenen
Kapitel mit dem Grundzustand in der jeweiligen Konfiguration.
Abbildung 5.6 zeigt die Ionisationswahrscheinlichkeiten der drei Modelle in Abha¨ngigkeit von
der Zeit zusammen mit der Amplitude des Laserfeldes (gepunktete schwarze Linie). Die gru¨nen
Linien symbolisieren die Einfachionisations- und die schwarzen die Doppelionisationswahrschein-
lichkeiten. Durchgezogene Linien repra¨sentieren den Fall der planaren parallelen Konfiguration,
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gestrichelte Linien senkrechte Orientierung und die Strichpunktlinien Ionisationswahrscheinlich-
keiten im zylindrischen Modell. Im unteren Bild sind die beiden Einfachionisationskurven im
Rahmen des planaren Modells auf einer linearen Skala wiedergegeben. Die blauen Linien korre-
spondieren zum gebundenen (H2-)Anteil.
Zuna¨chst kann man feststellen, dass die Einfachionisationskurven in den drei Modellen quali-
tativ gleich aussehen. Sie steigen jeweils kurz nach den Feldmaxima an, was in U¨bereinstimmung
mit dem Tunnelmodell ist. Die zeitliche Verzo¨gerung der Anstiege folgt wie im letzten Kapitel
bereits diskutiert aus der Definition der Region fu¨r Einfachionisation. Das Wellenpaket braucht
eine gewisse Zeit, um aus der gebundenen in die einfach ionisierte Region zu gelangen. Der
leichte Abfall vor jedem starken Anstieg entsteht aufgrund der Ru¨ckkehr von Teilen des einfach
ionisierten Wellenpaketes in den gebundenen Bereich. Das ist anhand der Abbildung 5.6b) zu se-
hen. Die Kurven, die die gebundenen Anteile repra¨sentieren, steigen immer dann stark an, wenn
die Einfachionisationskurven stark abfallen. Weiterhin ist anhand des unteren Bildes zu erken-
nen, dass die Einfachionisationkurve kurz nach den Feldmaxima immer etwa um den gleichen
Wert ansteigt. Es werden demzufolge bei jedem Feldmaximum etwa gleich große Anteile von H+2
durch Ionisation erzeugt. Dieses Verhalten bleibt bis zur abfallenden Rampe der Einhu¨llenden
des Laserfeldes (etwa t = 550 a.u.) konstant, erst danach sind die Anstiege deutlich kleiner. Das
heißt, eine Sa¨ttigung in der Einfachionisation tritt bis zu diesem Zeitpunkt nicht auf.
Interessant ist ein quantitativer Vergleich der Ionisationskurven. Wie erwartet liegen die
Einfachionisationskurven der beiden planaren Modelle sehr dicht beieinander, da das Ionisa-
tionspotential gleich groß ist. Jedoch ist die Ionisationswahrscheinlichkeit um mehr als eine
Gro¨ßenordnung gro¨ßer als im zylindrischen Modell, was, wie bereits in Abschnitt 3.5 erla¨utert
wurde, auf die Reduzierung der Dimensionen der Elektronen auf eine Ebene zuru¨ckzufu¨hren ist.
Analoges kann man auch den Doppelionisationskurven entnehmen. Diese steigen monoton
an, wobei die Anstiege im Bereich der Ru¨ckstreuereignisse (etwa Feldnulldurchga¨nge) gro¨ßer
als in der Na¨he der Feldmaxima sind. Im Fall paralleler Orientierung ist die Doppelionisations-
wahrscheinlichkeit am Ende des Pulses etwas ho¨her als bei senkrechter Orientierung. Auch die
Doppelionisationswahrscheinlichkeit ist im Fall planarer Moleku¨le mehr als eine Gro¨ßenordnung
gro¨ßer als im zylindrischen Modell, was auf die Ergebnisse der Einfachionisation zuru¨ckzufu¨hren
ist. Bemerkenswert ist das Verha¨ltnis von doppelt ionisiertem zu einfach ionisiertem Anteil.
Es betra¨gt am Ende des Laserpulses 0.37 fu¨r die parallele Ausrichtung, 0.27 bei senkrechter
und 0.21 im Fall des zylindrischen Modells. Das ist jeweils fast eine Gro¨ßenordnung gro¨ßer als
die experimentellen Daten fu¨r D2 vorhersagen [189]. Der Grund du¨rfte die Beschra¨nkung des
Schwerpunkts der Elektronen auf eine Dimension sein. Diese fu¨hrt zu einer U¨berbewertung der
Elektron-Elektron-Wechselwirkung insbesondere bei großen |z|-Absta¨nden.
Im Folgenden wird anhand eines ausgewa¨hlten Ru¨ckstreuereignisses gepru¨ft, inwieweit die im
Kapitel 4 beschriebenen. Doppelionisationsmechanismen im planaren Moleku¨l existent sind und
ob es noch weitere gibt. Dazu werden Zeitserien von Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten inter-
pretiert. Der Nachweis, dass alle folgenden Mechanismen auf die Ru¨ckstreuung zuru¨ckzufu¨hren
sind, erfolgt analog zum vorherigen Kapitel mit zusa¨tzlichen Absorbern in Abschnitt 5.4.6.
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Abbildung 5.6: a) Einfachionisation (gru¨ne Linien) und Doppelionisation (schwarze Linien) als Funkti-
on der Zeit. Die durchgezogenen Kurven repra¨sentieren die Konfiguration molekularer
Orientierung parallel zur Polarisationsachse des Laserfeldes, die gestrichelten die senk-
rechte Ausrichtung und die Strichpunktlinien das zylindrische Modell. Die gepunktete
schwarze Linie symbolisiert die Amplitude des Laserfeldes. In b) sind die beiden Ein-
fachionisationskurven des planaren Moleku¨ls in linearer Skala zusa¨tzlich zu den Kurven,
die den gebundenen H2-Anteil repra¨sentieren (blaue Linien), wiedergegeben. Die Inten-
sita¨t ist I = 2× 1014 W/cm2.
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Mechanismus Abschnitt Auftreten |z| |x|
Korrelierte Emission 5.4.1 Feldnulldurchgang 0 schnell ansteigend
RESI 5.4.2 Feldmaximum groß, konstant 0
Zerfall ang. Zusta¨nde 5.4.3 Feldmaximum 10-15 a.u. 10-15 a.u.
Korrelierte Emission; 5.4.4 Feldmaximum groß, konstant 10 a.u.
großer Stoßparameter
Korrelierte Emission; 5.4.5 Feldmaximum langam ansteigend
asymm. Energieauft. ansteigend
Tabelle 5.2: Eigenschaften der identifizierten Mechanismen der nichtsequentiellen Doppelionisation.
5.4 Mechanismen der Doppelionisation
Elektronenwellenpakete, die um das Feldmaximum t = 303 a.u. emittiert werden, kehren nach
dem Ru¨ckstreumodell beim u¨berna¨chsten Feldnulldurchgang (t = 386 a.u) zum Ion zuru¨ck. So-
mit ist in diesem Bereich die korrelierte Emission beider Elektronen zu erwarten. RESI sollte
demnach beim darauf folgenden Maximum (t = 413 a.u.) erscheinen. In den folgenden Ab-
schnitten werden die auftretenden Mechanismen der Doppelionisation identifiziert, charakteri-
siert und anschließend interpretiert. Neben der gleichzeitigen Emission nach Ru¨ckstreuung und
RESI konnten zwei weitere Mechanismen identifiziert werden. Diese werden als Zerfall dop-
pelt angeregter Zusta¨nde hervorgerufen durch Ru¨ckstreuung und als korrelierte Emission nach
Ru¨ckstreuung mit großem Stoßparameter interpretiert. Zur besseren U¨bersichtlichkeit sind in
Tabelle 5.2 die wichtigsten Eigenschaften der verschiedenen Mechanismen zusammengefasst.
5.4.1 Korrelierte Emission nach Ru¨ckstreuung
Die korrelierte (gleichzeitige) Emission nach Ru¨ckstreuung wurde bereits anhand des zylindri-
schen Modells (siehe Abschnitt 4.7) ausfu¨hrlich erla¨utert. Durch den etwas anders gearteten
Laserpuls sind aber einige Details modifiziert. Abbildung 5.7 zeigt die Aufenthaltswahrschein-
lichkeitsdichten zu verschiedenen Zeitpunkten. Die oberen drei Reihen repra¨sentieren die Er-
gebnisse fu¨r die Orientierung der Moleku¨lachse parallel zur Polarisationsachse, die unteren drei
Reihen jene fu¨r die senkrechte Ausrichtung. Die Verteilungen zeigen nur den doppelt ionisierten
Anteil und sind u¨ber x (erste und vierte Reihe), u¨ber z (zweite und fu¨nfte Reihe) bzw. u¨ber Z
(dritte und sechste Reihe) integriert. Die gewa¨hlten Zeitpunkte sind t = 378 a.u. (erste Spalte),
t = 388 a.u. (zweite Spalte), t = 398 a.u. (dritte Spalte) und t = 418 a.u. (vierte Spalte). Die
Verteilungen in der zweiten Spalte sind nahe dem Feldnulldurchgang. Die Pfeile markieren den
Anteil, der der korrelierten Emission beider Elektronen nach Ru¨ckstreuung entspricht. Dieser
Doppelionisationsanteil taucht im rechten Dreieck der z-Z-Verteilung auf und bewegt sich auf-
grund der Coulomb-Abstoßung schnell zu großen Absta¨nden senkrecht zur Polarisationsrichtung
(Koordinate x). Die Energieverteilung des Wellenpaketes bei der Ru¨ckstreuung sorgt fu¨r eine
entsprechende Energieverteilung des doppelt ionisierten Elektronenwellenpaketes. Somit zerfließt
dieses Wellenpaket (siehe insbesondere Abbildungen in der dritten Spalte). Wa¨hrend ein Teil am
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Rand des Gitters bei großen Z oder |x| absorbiert wird, wird jener, der auf geringe Ru¨ckstreu-
energie zuru¨ckgeht, durch das Laserfeld zu negativen Z getrieben, wo er anschließend absorbiert
wird. Qualitativ sind keinerlei Unterschiede fu¨r diesen Mechanismus bei den beiden gewa¨hlten
Orientierungen zu erkennen.
Die anderen in Abbildung 5.7 auftretenden Doppelionisationsbeitra¨ge sind dem vorherigen
Ru¨ckstreuereignis zuzuordnen. Die entsprechenden Beitra¨ge werden in den folgenden Abschnit-
ten identifiziert.
5.4.2 RESI
Auch der RESI-Prozess wurde bereits in Abschnitt 4.7 charakterisiert. Bei der Ru¨ckstreuung
wird das im Ion verbleibende Elektron nicht wie bei der korrelierten Emission direkt ionisiert son-
dern angeregt. Es wird anschließend mit hoher Wahrscheinlichkeit beim na¨chsten Feldmaximum
durch Wechselwirkung mit dem Laserfeld emittiert. Bei dem hier betrachteten RESI-Ererignis
wurde das erste Elektron zum Zeitpunkt t = 303 a.u. in Richtung negativer Z-Werte emit-
tiert. Nach der Ru¨ckkehr zum Ion geschieht die korrelierte Emission daher in Richtung positiver
Z-Werte. Somit ist zu erwarten, dass die RESI-Anteile aus dem einfach ionisierten Bereich in
Richtung negativer Z erscheinen. Abbildung 5.8 zeigt die gleiche Anordnung von Aufenthalts-
wahrscheinlichkeitsdichten der doppelt ionisierten Anteile der Wellenfunktion wie Abbildung 5.7,
allerdings fu¨r die Zeitpunkte t = 405 a.u. (erste Spalte), t = 415 a.u. (zweite Spalte; Feldma-
ximum), t = 425 a.u. (dritte Spalte) und t = 435 a.u. (vierte Spalte). Die Pfeile markieren die
Teile der Doppelionisation, die im Folgenden als RESI identifiziert werden. Beim Feldmaximum
erscheint der markierte Teil der Doppelionisation im oberen Dreieck der z-Z-Verteilungen aus
dem einfach ionisierten Bereich heraus und bewegt sich in Richtung negativer Z-Werte. Der
relative Abstand senkrecht zur Polarisationsachse |x| bleibt konstant nahe Null, was auf die
vernachla¨ssigbare Korrelation der Elektronen zuru¨ckzufu¨hren ist. Diese Charakteristika entspre-
chen daher jenen des RESI-Prozesses. Der Nachweis, dass die Emission tatsa¨chlich aus einem
angeregten H+2 -Zustand erfolgt, wird in Abschnitt 5.4.6 erbracht. Ein Teil von RESI ist aufgrund
der Definition des gebundenen und des Doppelionisationsbereichs eine Zeit lang nicht sichtbar,
da die Elektronen noch einen zu geringen Abstand von den Kernen haben. Dieser wird durch
das Laserfeld durch den gebundenen (H2-)Bereich hindurch getrieben, so dass er schließlich in
den doppelt ionisierten Bereich (rechte Spalte, Anteil bei Z = −30 a.u. und x = 0 a.u.) gelangt.
Qualitativ gibt es ebenfalls keinen Unterschied zwischen den beiden Orientierungen.
5.4.3 Zerfall doppelt angeregter Zusta¨nde
Mit den beiden oben genannten Mechanismen sind allerdings nicht alle auftauchenden Bei-
tra¨ge, die in der Zeitentwicklung der Doppelionisation zu erkennen sind, erkla¨rt. Die folgenden
Ausfu¨hrungen charakterisieren die fehlenden Prozesse und geben mo¨gliche Interpretationen. In
der Literatur wurden diese Prozesse bislang nicht diskutiert.
Abbildung 5.9 zeigt die zu den Abbildungen 5.7 und 5.8 analogen Aufenthaltswahrschein-
lichkeitsdichten zu den Zeitpunkten t = 425 a.u. (erste Spalte), t = 430 a.u. (zweite Spalte),
t = 435 a.u. (dritte Spalte) und t = 445 a.u. (vierte Spalte). Die Pfeile markieren die in die-
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sem Abschnitt diskutierten Teile der Doppelionisation. Diese erscheinen im linken Dreieck der
z-Z-Verteilung und bewegen sich in negative Z-Richtung, allerdings etwas langsamer als die
RESI-Anteile. Das ist mit der gro¨ßeren Na¨he zu den Kernen und der damit verbundenen gro¨ße-
ren Coulomb-Anziehung zu erkla¨ren. Der Abstand senkrecht zur Polarisationsachse betra¨gt etwa
|x| = 10 a.u. und bleibt im Zeitverlauf nahezu konstant. Entlang der Polarisationsachse nimmt
der Abstand im Vergleich zur gleichzeitigen Emission nach Ru¨ckstreuung viel langsamer zu. Eine
mo¨gliche Erkla¨rung ist, dass das zuru¨ckkehrende Elektron wieder eingefangen wird und beide
Elektronen hoch angeregt werden. In diesem Zustand sind die Elektronen stark korreliert. Beim
Feldmaximum zerfa¨llt dieser Zustand langsam. Der Prozess tritt sowohl bei paralleler als auch
bei senkrechter molekularer Orientierung auf. Dieser Mechanismus war im Rahmen des zylin-
drischen Modells nicht zu erkennen. Das liegt zum einen daran, dass durch das Volumenelement
bei der Integration ρdρ Anteile bei sehr kleinen Absta¨nden sta¨rker hervortreten als solche bei
großen Absta¨nden senkrecht zur Polarisationsachse, zum anderen fu¨hrt die Reduzierung um eine
Dimension im planaren Modell zu einer Beschra¨nkung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung
und somit zu einer versta¨rkten Korrelation in den verbleibenden Dimensionen. Somit ist zu er-
warten, dass dieser Prozess existiert, die relative Sta¨rke im Rahmen dieses Modells jedoch falsch
wiedergegeben wird. Die auf diesen Prozess zuru¨ckgehende Doppelionisationsausbeute du¨rfte im
Experiment deutlich kleiner als innerhalb des planaren Modells sein.
5.4.4 Korrelierte Emission nach Ru¨ckstreuung mit großem Stoßparameter
In Abbildung 5.10, die die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten zu den Zeitpunkten t = 420 a.u.
(erste Spalte), t = 425 a.u. (zweite Spalte), t = 430 a.u. (dritte Spalte) und t = 440 a.u. (vierte
Spalte) zeigt, markieren die Pfeile einen weiteren bisher nicht diskutierten Doppelionisations-
beitrag. Dieser scheint RESI sehr a¨hnlich zu sein. Er erscheint etwa zeitgleich wie RESI und
ebenfalls im oberen Dreieck der z-Z-Verteilungen aus dem einfach ionisierten Bereich heraus.
Allerdings ist der relative Abstand z gro¨ßer als beim RESI-Prozess, na¨mlich etwa 60 a.u. beim
Erscheinen in der Region der Doppelionisation. Der relative Abstand der beiden Elektronen senk-
recht zur Polarisationsachse betra¨gt etwa |x| = 10 a.u. und bleibt zeitlich konstant. Es kann sich
bei diesem Prozess daher nicht um RESI handeln, da fu¨r letzteren Prozess der |x|-Abstand nahe
Null liegt. Folgende Erkla¨rung ist mo¨glich. Das zuru¨ckkehrende Elektronenwellenpaket zerfließt
wa¨hrend der Propagation im Laserfeld in x-Richtung. Somit trifft ein Teil des Wellenpaketes das
im Ion verbleibende Elektron nicht direkt, sondern streut mit einem gro¨ßeren Stoßparameter, so
dass nur wenig Energie und Impuls auf dieses u¨bertragen wird. Dieser U¨bertrag reicht aber aus,
damit das Elektron das Ion (sehr langsam) verlassen kann. Wa¨hrend sich das streuende Elek-
tron sehr schnell vom Ion entfernt, ist das andere sehr langsam und wird durch das Laserfeld in
die entgegengesetzte Richtung gezogen. Somit erscheint das betreffende Wellenpaket zuna¨chst
im einfach ionisierten Bereich und erst, wenn das zweite Elektron weit genug von den Kernen
entfernt ist, im doppelt ionisierten Bereich. Dieser Prozess ist qualitativ fu¨r beide Orientierun-
gen gleich. Aus den gleichen Gru¨nden wie der Beitrag des Zerfalls doppelt angeregter Zusta¨nde
du¨rfte dieser Beitrag im zylindrischen Modell unterdru¨ckt sein.
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5.4.5 Korrelierte Emission nach Ru¨ckstreuung mit stark ungleicher
Energieaufteilung
Der verbleibende Anteil der Doppelionisation ist in Abbildung 5.11 mit weißen Pfeilen markiert.
Dargestellt sind die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten zu den Zeitpunkten t = 425 a.u.
(erste Spalte), t = 430 a.u. (zweite Spalte), t = 435 a.u. (dritte Spalte) und t = 445 a.u. (vierte
Spalte). Dieser Prozess zeichnet sich durch folgende Charakteristika aus. Die Anteile erscheinen
ebenfalls im linken Dreieck der z-Z-Verteilung, etwa zur gleichen Zeit wie die aus dem Zerfall
angeregter Zusta¨nde. Der Abstand senkrecht zur Polatisationsachse |x| wird mit der Zeit gro¨ßer,
allerdings langsamer als im Fall der korrelierten Emission nach Ru¨ckstreuung. Zudem wird der
Abstand parallel zur Polarisationsachse |z| mit der Zeit ebenfalls gro¨ßer.
Eine mo¨gliche Erkla¨rung fu¨r diesen Prozess ist eine unsymmetrische Energieaufteilung wa¨h-
rend des Stoßprozesses. Fru¨here Arbeiten (z.B. [233,234]) zeigen, dass bei einer Ru¨ckkehrenergie,
die nur wenig gro¨ßer als die Ionisationsschwelle des Ions ist, alle mo¨glichen Energieu¨bertra¨ge et-
wa mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftreten. Somit ist es mo¨glich, dass das zuru¨ckkehrende
Elektron nur wenig Energie auf das im Ion verbleibende Elektron u¨bertra¨gt. Diese genu¨gt aber,
damit dieses Elektron das Ion verlassen kann. Durch die steigende Amplitude des Laserfeldes
erfahren die Elektronen eine Kraft in negative Z-Richtung. Die unterschiedlichen Geschwindig-
keiten beider Elektronen nach der Ru¨ckstreuung bewirken, dass sich deren Abstand sowohl in
paralleler wie auch in senkrechter Richtung bezu¨glich der Polarisationsachse vergro¨ßert. Das
Wellenpaket erreicht die Doppelionisationsregion erst in der Na¨he des darauffolgenen Feldmaxi-
mums. Der Unterschied zum in Abschnitt 5.4.4 beschriebenen Prozess besteht in einem kleinen
Stoßparameter, der zu sta¨rkerer Coulombabstoßung und somit zu einer signifikanten Drift senk-
recht zur Polarisationsachse fu¨hrt. Dieser Mechanismus tritt ebenfalls bei beiden Orientierungen
auf. Dieser Prozess unterscheidet sich von dem in Abschnitt 5.4.1 besprochenen nur durch die
unterschiediche Energieaufteilung beim Stoßprozess. Daher werden diese beiden Beitra¨ge bei
der quantitativen Analyse in Abschnitt 5.5 zusammengefasst. Dieser Beitrag sollte innerhalb
der Analyse in Kapitel 4 ebenfalls auftauchen. Allerdings ist der dort verwendete Laserpuls von
einer sin2-Einhu¨llenden u¨berlagert. Daher verschieben sich die Zeitpunkte der Ru¨ckstreuung, so
dass dieser Doppelionisationsanteil von den Beitra¨gen des nachfolgenden Ru¨ckstreuereignisses
u¨berlagert ist und daher nicht getrennt untersucht werden kann.
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Abbildung 5.7: U¨ber x (erste und vierte Reihe), u¨ber z (zweite und fu¨nfte Reihe) bzw. u¨ber Z (dritte
und sechste Reihe) integrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des doppelt ioni-
sierten Anteils zu den Zeitpunkten t = 378 a.u. (erste Spalte), t = 388 a.u. (zweite
Spalte), t = 398 a.u. (dritte Spalte) und t = 418 a.u. (vierte Spalte). Die Bilder in den
ersten drei Reihen zeigen Ergebnisse fu¨r die Orientierung der Moleku¨lachse parallel zur
Polarisationsachse, die Bilder der unteren drei Reihen jene fu¨r senkrechte Ausrichtung.
Die Pfeile markieren die Anteile der gleichzeitigen Emission beider Elektronen nach
Ru¨ckstreuung.
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Abbildung 5.8: U¨ber x (erste und vierte Reihe), u¨ber z (zweite und fu¨nfte Reihe) bzw. u¨ber Z (dritte
und sechste Reihe) integrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des doppelt ioni-
sierten Anteils zu den Zeitpunkten t = 405 a.u. (erste Spalte), t = 415 a.u. (zweite
Spalte), t = 425 a.u. (dritte Spalte) und t = 435 a.u. (vierte Spalte). Die Bilder in den
ersten drei Reihen zeigen Ergebnisse fu¨r die Orientierung der Moleku¨lachse parallel zur
Polarisationsachse, die Bilder der unteren drei Reihen jene fu¨r senkrechte Ausrichtung.
Die Pfeile markieren die Anteile von RESI.
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Abbildung 5.9: U¨ber x (erste und vierte Reihe), u¨ber z (zweite und fu¨nfte Reihe) bzw. u¨ber Z (dritte
und sechste Reihe) integrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des doppelt ioni-
sierten Anteils zu den Zeitpunkten t = 425 a.u. (erste Spalte), t = 430 a.u. (zweite
Spalte), t = 435 a.u. (dritte Spalte) und t = 445 a.u. (vierte Spalte). Die Bilder in den
ersten drei Reihen zeigen Ergebnisse fu¨r die Orientierung der Moleku¨lachse parallel zur
Polarisationsachse, die Bilder der unteren drei Reihen jene fu¨r senkrechte Ausrichtung.
Die Pfeile markieren die Anteile des Zerfalls angeregter Zusta¨nde mit Emission beider
Elektronen nach Ru¨ckstreuung.
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Abbildung 5.10: U¨ber x (erste und vierte Reihe), u¨ber z (zweite und fu¨nfte Reihe) bzw. u¨ber Z (dritte
und sechste Reihe) integrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des doppelt io-
nisierten Anteils zu den Zeitpunkten t = 420 a.u. (erste Spalte), t = 425 a.u. (zweite
Spalte), t = 430 a.u. (dritte Spalte) und t = 440 a.u. (vierte Spalte). Die Bilder in
den ersten drei Reihen zeigen Ergebnisse fu¨r die Orientierung der Moleku¨lachse pa-
rallel zur Polarisationsachse, die Bilder der unteren drei Reihen jene fu¨r senkrechte
Ausrichtung. Die Pfeile markieren die Anteile der Emission beider Elektronen nach
Ru¨ckstreuung mit großem Stoßparameter.
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Abbildung 5.11: U¨ber x (erste und vierte Reihe), u¨ber z (zweite und fu¨nfte Reihe) bzw. u¨ber Z (dritte
und sechste Reihe) integrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des doppelt io-
nisierten Anteils zu den Zeitpunkten t = 425 a.u. (erste Spalte), t = 430 a.u. (zweite
Spalte), t = 435 a.u. (dritte Spalte) und t = 445 a.u. (vierte Spalte). Die Bilder in
den ersten drei Reihen zeigen Ergebnisse fu¨r die Orientierung der Moleku¨lachse pa-
rallel zur Polarisationsachse, die Bilder der unteren drei Reihen jene fu¨r senkrechte
Ausrichtung. Die Pfeile markieren die Anteile der korrelierten Emission beider Elek-
tronen nach Ru¨ckstreuung mit ungleicher Energieaufteilung.
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5.4.6 Nachweis der Mechanismen
In diesem Abschnitt erfolgt der Nachweis, dass alle Doppelionisationsmechanismen, die in den
vorherigen Abschnitten beschrieben wurden, auf Ru¨ckstreuung basieren. Im Rahmen des zy-
lindrischen Modells wurde der Nachweis mit Hilfe eines zusa¨tzlichen zeitabha¨ngigen Absorbers
erbracht. Dieser absorbierte ausgehende Elektronenwellenpakete, die eine bestimmte Distanz
zu den Kernen erreicht hatten (siehe Abbildung 4.12). Da in diesem Abschnitt jedoch mehre-
re Ru¨ckstreuereignisse betrachtet werden sollen, wurde ein modifizierter Absorber verwendet.
Dieser hat die Form
M =


0 : r1 > abs1 +∆ und r2 < abs2
0 : r2 > abs1 +∆ und r1 < abs2
1
2
(
1− tanh
(
r1−abs1
∆
−0.5
0.1
))
: abs1 < r1 < abs1 +∆ und r2 < abs2
1
2
(
1− tanh
(
r2−abs1
∆
−0.5
0.1
))
: abs1 < r2 < abs1 +∆ und r1 < abs2
1
2
(
1 + tanh
(
r1−abs2
∆
−0.5
0.1
))
: abs2 < r1 < abs2 +∆ und r2 > abs1 +∆
1
2
(
1 + tanh
(
r2−abs2
∆
−0.5
0.1
))
: abs2 < r2 < abs2 +∆ und r1 > abs1 +∆
(5.12)
mit
r1 =
√(
Z +
z
2
)2
+
x2
4
, (5.13)
r2 =
√(
Z − z
2
)2
+
x2
4
(5.14)
sowie abs1 = 14.0 a.u., abs2 = 17.3 a.u. und ∆ = 10 a.u. In den numerischen Simulationen
wurde der Absorber nur entweder fu¨r den Bereich Z > 0 oder den Bereich Z < 0 angewendet.
Das hat zur Folge, dass Elektronenwellenpakete nur auf einer Seite der Kerne absorbiert wer-
den. Abbildung 5.12 zeigt diesen Absorber schematisch fu¨r x = 0 und Z > 0. In den Bereichen
der Doppelionisation und der Region, die gebundene Wellenpakete entha¨lt, werden keine Bei-
tra¨ge absorbiert. Die Wellenpakete in der Einfachionisationsregion bei Z > 0 (violett) werden
vollsta¨ndig absorbiert. Der schraffierte Bereich stellt die U¨bergangsregion dar, in der die Ab-
sorberfunktion seicht von Eins auf Null abfa¨llt. Die folgenden Bemerkungen beziehen sich auf
diesen Absorber. Ein in positive Z-Richtung emittiertes Elektronenwellenpaket wird absorbiert.
Es kann daher nicht zum Ion zuru¨ckkehren. Somit sind alle Doppelionisationmechanismen, die
auf Ru¨ckstreuung basieren, unterdru¨ckt. Wird das Elektronwellenpaket allerdings in negative
Z-Richtung emittiert, kann es zum Ion zuru¨ckkehren und dort streuen. Somit erwartet man
korrelierte Emission nach Ru¨ckstreuung bei jedem zweiten Feldnulldurchgang und den Zerfall
angeregter Zusta¨nde bei den unmittelbar folgenden Feldmaxima. RESI und die korrelierte Emis-
sion nach Ru¨ckstreuung mit großem Stoßparameter sind nahezu vollsta¨ndig unterdru¨ckt, da sich
das zuru¨ckkehrende Elektronenwellenpaket nach der Ru¨ckstreuung weiter in positive Z-Richtung
bewegt und dort absorbiert wird. Ein weiterer Vorteil dieser Art Absorber besteht zudem darin,
dass eine mehrfache Ru¨ckkehr des Elektronenwellenpaketes zum Ion ausgeschlossen ist.
In Abbildung 5.13 sind die zeitlichen Verteilungen der u¨ber z und Z integrierten Aufenthalts-
wahrscheinlichkeitsdichten des doppelt ionisierten Anteils der Wellenfunktion fu¨r die parallele
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Abbildung 5.12: Schematische Darstellung des Absorbers (5.12)-(5.14) (vgl. Abbildung 4.2) fu¨r x = 0
und Z > 0. In der Region der Einfachionisation (violett) hat die Absorberfunktion den
Wert Null, so dass diese Wellenpakete komplett absorbiert werden. In der Bereichen,
die gebundene und doppelt ionisierte Wellenpakete (weiß) enthalten, ist der Wert 1
(keine Absorption). In den schraffierten U¨bergangsregionen werden die Wellenpakete
teilweise absorbiert.
Abbildung 5.13: U¨ber z und Z integrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des doppelt ionisier-
ten Anteils in Abha¨ngigkeit von der Zeit fu¨r die molekulare Orientierung parallel zur
Polarisationsachse. Fu¨r die numerischen Ergebnisse im linken Bild wurde kein zusa¨tz-
licher Absorber verwendet, fu¨r jene im mittleren Bild wurde der in Relation (5.12)
beschriebene Absorber bei positiven Z und fu¨r diejenige im rechten Bild bei negativen
Z verwendet.
molekulare Orientierung dargestellt. Der zusa¨tzliche Absorber wurde bei positiven Z (mittleres
Bild) bzw. bei negativen Z (rechtes Bild) eingesetzt. Das linke Bild zeigt die Verteilung ohne
zusa¨tzlichen Absorber. Zuna¨chst erfolgt die Diskussion der Verteilung ohne Absorber.
Im linken Bild ist ein sich periodisch wiederholendes Muster zu erkennen. Der zeitliche Ab-
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stand entspricht genau einem halben Laserzyklus. Deshalb genu¨gt die Diskussion eines Ru¨ck-
streuereignisses. Das erste Feldmaximum innerhalb des Bereichs konstanter Einhu¨llender des La-
serfeldes befindet sich etwa bei t = 250 a.u. Ein zu diesem Zeitpunkt emittiertes Elektronenwel-
lenpaket kann nach dem Ru¨ckstreumodell beim u¨berna¨chsten Feldnulldurchgang (t = 330 a.u.)
zum Ion zuru¨ckkehren. Zu diesem Zeitpunkt erscheint ein Anteil im Bereich |x| > 25 a.u., der
sich zu gro¨ßeren |x| bewegt und zum Teil am Gitterrand absorbiert wird. Das ist der in Abschnitt
5.4.1 diskutierte Anteil der korrelierten Emission nach Ru¨ckstreuung. Beim folgenden Feldma-
ximum (etwa t = 360 a.u.) erscheint ein Doppelionisationsanteil bei sehr kleinen |x|, der RESI
zuzuordnen ist. Der Beitrag im Bereich |x| = 15 bis 25 a.u. bewegt sich ebenfalls zu gro¨ßeren |x|.
Es handelt sich hierbei um den Anteil der korrelierten Emission mit ungleicher Energieaufteilung
(siehe Abschnitt 5.4.5). Die beiden anderen Doppelionisationsmechanismen treten ebenfalls bei
diesem Feldmaximum auf. Die resultierenden Wellenpakete sind im Bereich |x| = 8 bis 15 a.u.
zu erkennen.
Wird das ausgehende einfach ionisierte Wellenpaket auf einer Seite der Kerne absorbiert,
ist jedes zweite Ru¨ckstreuereignis unterdru¨ckt. Im Falle eines Absorbers bei positiven Z ist das
Ru¨ckstreuereignis beim Feldnulldurchgang t = 385 a.u. nicht unterdru¨ckt, so dass dort eine
korrelierte Emission stattfinden kann. Deren Anteil ist im mittleren Bild bei |x| > 20 a.u. zu er-
kennen. Beim nachfolgenden Feldmaximum treten die Prozesse (Zerfall der angeregten Zusta¨nde
und korrelierte Emission mit ungleicher Energieaufteilung) auf. Auch der RESI-Prozess findet
statt, allerdings im Vergleich zur Rechnung ohne zusa¨tzlichen Absorber etwas spa¨ter. Es handelt
sich hierbei nur um die Anteile, die aus der Ru¨ckstreuung von Elektronenwellenpaketen mit sehr
kurzen Trajektorien und geringer kinetischer Energie herru¨hren. In Abbildung 5.8 sind diese in
der rechten Spalte im linken Dreieck der z-Z-Verteilung sichtbar. Die Doppelionisationsbeitra¨ge
im rechten Bild (Abbildung 5.13) sind zeitlich um einen halben Laserzyklus versetzt, da der
Absorber bei negativen Z verwendet wurde.
Um die Interpretationen noch weiter zu stu¨tzen, werden im Folgenden die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeiten der Berechnungen mit den zusa¨tzlichen Absorbern gezeigt. Die Zeitpunkte ent-
sprechen denen der Abbildungen 5.7-5.11. Die Abbildungen 5.14-5.16 zeigen die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeiten mit dem Absorber (5.12) im Bereich Z < 0 und die Abbildungen 5.17-5.19
fu¨r den Absorber im Bereich Z > 0.
Im Falle des zusa¨tzlichen Absorbers im Bereich Z < 0 ist das Ru¨ckstreuereignis beim Feld-
nulldurchgang t = 385 a.u. unterdru¨ckt. Die in Abbildung 5.14 sichtbaren Doppelionisationsan-
teile sind Folge des vorherigen Ru¨ckstreuereignisses, welche anschließend am Gitterrand absor-
biert werden. Im Zeitraum von t = 405 a.u. (rechte Spalte von Abbildung 5.14) bis t = 425 a.u.
(rechten Spalte von Abbildung 5.15) sind keine doppelt ionisierten Wellenpakete zu sehen. Erst
ab t = 435 a.u. (zweite Spalte in Abbildung 5.16) ist der Anteil der gleichzeitigen Emission nach
dem folgenden nicht unterdru¨ckten Ru¨ckstreuereignis zu erkennen.
Eine analoge Interpretation ist fu¨r die Verteilungen der Abbildungen 5.17-5.19 mo¨glich. Hier
wurde der zusa¨tzliche Absorber im Bereich Z > 0 eigesetzt. In Abbildung 5.17 ist nur der Anteil
der gleichzeitigen Emission nach Ru¨ckstreuung beim Feldnulldurchgang t = 330 a.u. zu sehen.
Ab t = 415 a.u. (erste Spalte in Abbildung 5.18) werden die unter Abschnitt 5.4.5 besprochenen
Wellenpakete aus der verzo¨gerten korrelierten Emission nach Ru¨ckstreuung sichtbar. Ab etwa
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t = 425 a.u (rechte Spalte) sind die Anteile des Zerfalls angeregter Zusta¨nde und ab t = 430 a.u.
(linke Spalte in Abbildung 5.19) jene von RESI zu erkennen. Das nachfolgende Ru¨ckstreuereignis
ist wiederum unterdru¨ckt.
In den numerischen Simulationen mit zusa¨tzlichen Absorbern werden daher sa¨mtliche Dop-
pelionisationsanteile zumindest teilweise unterdru¨ckt. Die Ursache muss also in der Absorption
der auslaufenden einfach ionisierten Wellenpakete liegen. Somit kann man schlussfolgern, dass
der Ru¨ckstreumechanismus Bestandteil aller beschriebenen Doppelionisationsprozesse ist. Der
Anteil der sequentiellen Ionisation ist vernachla¨ssigbar. Sie ist bei Berechnungen mit zusa¨tz-
lichen Absorbern ebenfalls bei jedem zweiten Feldmaximum zu erwarten. Die entsprechenden
Anteile mu¨ssten im oberen und unteren Dreieck der z-Z-Verteilungen und bei x = 0 erscheinen.
105
Abbildung 5.14: U¨ber x (erste und vierte Reihe), u¨ber z (zweite und fu¨nfte Reihe) bzw. u¨ber Z (dritte
und sechste Reihe) integrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des doppelt io-
nisierten Anteils zu den Zeitpunkten t = 378 a.u. (erste Spalte), t = 388 a.u. (zweite
Spalte), t = 398 a.u. (dritte Spalte) und t = 405 a.u. (vierte Spalte). Die Bilder in
den ersten drei Reihen zeigen Ergebnisse fu¨r die Orientierung der Moleku¨lachse pa-
rallel zur Polarisationsachse, die Bilder der unteren drei Reihen jene fu¨r senkrechte
Ausrichtung. Ein zusa¨tzlicher Absorber (Gleichung (5.12)) wurde im Bereich Z < 0
eingesetzt.
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Abbildung 5.15: U¨ber x (erste und vierte Reihe), u¨ber z (zweite und fu¨nfte Reihe) bzw. u¨ber Z (dritte
und sechste Reihe) integrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des doppelt io-
nisierten Anteils zu den Zeitpunkten t = 415 a.u. (erste Spalte), t = 418 a.u. (zweite
Spalte), t = 420 a.u. (dritte Spalte) und t = 425 a.u. (vierte Spalte). Die Bilder in
den ersten drei Reihen zeigen Ergebnisse fu¨r die Orientierung der Moleku¨lachse pa-
rallel zur Polarisationsachse, die Bilder der unteren drei Reihen jene fu¨r senkrechte
Ausrichtung. Ein zusa¨tzlicher Absorber (Gleichung (5.12)) wurde im Bereich Z < 0
eingesetzt.
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Abbildung 5.16: U¨ber x (erste und vierte Reihe), u¨ber z (zweite und fu¨nfte Reihe) bzw. u¨ber Z (dritte
und sechste Reihe) integrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des doppelt io-
nisierten Anteils zu den Zeitpunkten t = 430 a.u. (erste Spalte), t = 435 a.u. (zweite
Spalte), t = 440 a.u. (dritte Spalte) und t = 445 a.u. (vierte Spalte). Die Bilder in
den ersten drei Reihen zeigen Ergebnisse fu¨r die Orientierung der Moleku¨lachse pa-
rallel zur Polarisationsachse, die Bilder der unteren drei Reihen jene fu¨r senkrechte
Ausrichtung. Ein zusa¨tzlicher Absorber (Gleichung (5.12)) wurde im Bereich Z < 0
eingesetzt.
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Abbildung 5.17: U¨ber x (erste und vierte Reihe), u¨ber z (zweite und fu¨nfte Reihe) bzw. u¨ber Z (dritte
und sechste Reihe) integrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des doppelt io-
nisierten Anteils zu den Zeitpunkten t = 378 a.u. (erste Spalte), t = 388 a.u. (zweite
Spalte), t = 398 a.u. (dritte Spalte) und t = 405 a.u. (vierte Spalte). Die Bilder in
den ersten drei Reihen zeigen Ergebnisse fu¨r die Orientierung der Moleku¨lachse pa-
rallel zur Polarisationsachse, die Bilder der unteren drei Reihen jene fu¨r senkrechte
Ausrichtung. Ein zusa¨tzlicher Absorber (Gleichung (5.12)) wurde im Bereich Z > 0
eingesetzt.
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Abbildung 5.18: U¨ber x (erste und vierte Reihe), u¨ber z (zweite und fu¨nfte Reihe) bzw. u¨ber Z (dritte
und sechste Reihe) integrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des doppelt io-
nisierten Anteils zu den Zeitpunkten t = 415 a.u. (erste Spalte), t = 418 a.u. (zweite
Spalte), t = 420 a.u. (dritte Spalte) und t = 425 a.u. (vierte Spalte). Die Bilder in
den ersten drei Reihen zeigen Ergebnisse fu¨r die Orientierung der Moleku¨lachse pa-
rallel zur Polarisationsachse, die Bilder der unteren drei Reihen jene fu¨r senkrechte
Ausrichtung. Ein zusa¨tzlicher Absorber (Gleichung (5.12)) wurde im Bereich Z > 0
eingesetzt.
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Abbildung 5.19: U¨ber x (erste und vierte Reihe), u¨ber z (zweite und fu¨nfte Reihe) bzw. u¨ber Z (dritte
und sechste Reihe) integrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des doppelt io-
nisierten Anteils zu den Zeitpunkten t = 430 a.u. (erste Spalte), t = 435 a.u. (zweite
Spalte), t = 440 a.u. (dritte Spalte) und t = 445 a.u. (vierte Spalte). Die Bilder in
den ersten drei Reihen zeigen Ergebnisse fu¨r die Orientierung der Moleku¨lachse pa-
rallel zur Polarisationsachse, die Bilder der unteren drei Reihen jene fu¨r senkrechte
Ausrichtung. Ein zusa¨tzlicher Absorber (Gleichung (5.12)) wurde im Bereich Z > 0
eingesetzt.
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Abbildung 5.20: U¨ber z und Z integrierte Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten des doppelt ioniserten
Anteils in Abha¨ngigkeit von der Zeit fu¨r die beiden molekularen Orientierungen pa-
rallel (linkes Bild) und senkrecht (rechtes Bild) zur Polarisationsachse. Die durch die
gestrichelten weißen Linien definierten Bereiche sind die Regionen, in denen gleich-
zeitige Emission nach Ru¨ckstreuung (Bereich 1), RESI (Bereich 3) und die beiden
anderen Mechanismen (Bereich 2) auftreten.
5.5 Vergleich von korrelierter Emission nach Ru¨ckstreuung und
RESI
Die in Abschnitt 5.4 vorgestellten Mechanismen und deren Eigenschaften lassen eine einfache
Methode zur quantitativen Analyse der Doppelionisation zu, da sich die verschiedenen Beitra¨ge
durch deren Elektronenabsta¨nde senkrecht zur Polarisationsachse unterscheiden. Die gleichzei-
tige Emission beider Elektronen nach der Ru¨ckstreuung erscheint im Doppelionisationsbereich
bereits bei relativ großen Absta¨nden senkrecht zur Polarisationsachse (|x| > 10 a.u.). Dieser
Abstand wird im Zeitverlauf gro¨ßer. Die durch RESI freigesetzten Elektronen verbleiben dage-
gen aufgrund der geringen Coulombabstoßung sehr nahe an der Polarisationsachse. Die beiden
anderen identifizierten Mechanismen sind durch einen zeitlich nahezu konstanten Elektronenab-
stand senkrecht zur Polarisationsrichtung von |x| = 8 bis 15 a.u. gekennzeichnet. Somit lassen
sich zumindest RESI und gleichzeitige Emission nach Ru¨ckstreuung anhand dieses Abstandes
extrahieren. Abbildung 5.20 zeigt die Separation. Dargestellt sind die u¨ber z und Z integrierten
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten in Abha¨ngigkeit von der Zeit. Das linke Bild repra¨sentiert
den Fall paralleler Orientierung und das rechte den Fall senkrechter Orientierung. Die Diskussion
der einzelnen Doppelionisationsbeitra¨ge erfolgte bereits detailliert anhand Abbildung 5.13. An-
teile des RESI-Prozesses sind bei kleinen |x| lokalisiert. Alle Anteile im Bereich 3 (|x| < 6.5 a.u.)
werden daher RESI zugeordnet. Da das aus gleichzeitiger Emission nach Ru¨ckstreuung entstan-
dene Wellenpaket erst bei |x| > 15 a.u. die Doppelionisationsregion erreicht, wird der Bereich 1
(|x| > 15 a.u.) diesem Prozess zugeordnet. Die verbliebenen Anteile, die die beiden anderen
Doppelionisationsmechanismen repra¨sentieren, werden im Bereich 2 erfasst. Die folgenden Be-
trachtungen beziehen sich auf diese Unterteilungen.
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Abbildung 5.21: Verha¨ltnis der Beitra¨ge aus der gleichzeitigen Emission nach Ru¨ckstreuung und RESI
als Funktion der Zeit fu¨r die beiden molekularen Ausrichtungen. Die Intensita¨t betra¨gt
I = 3× 1014 W/cm2. Die schwarze gepunktete Linie repra¨sentiert die Amplitude des
Laserfeldes.
Abbildung 5.21 zeigt das Verha¨ltnis der Beitra¨ge aus der gleichzeitigen Emission nach Ru¨ck-
streuung und RESI als Funktion der Zeit fu¨r die beiden molekularen Ausrichtungen (parallel:
durchgezogene Linie; senkrecht: gestrichelte Linie). Wie aus Abbildung 5.20 hervorgeht, ist Dop-
pelionisation erst ab t = 250 a.u. signifikant vorhanden, so dass eine Betrachtung erst dann sinn-
voll ist. Beide Kurven zeigen ein analoges oszillierendes Verhalten. Dabei gibt es lokale Maxima
kurz nach den Feldnulldurchga¨ngen und Minima kurz nach den Feldmaxima. Das entspricht
den Erwartungen, da RESI bei den Feldmaxima und korrelierte Emission nach Ru¨ckstreuung
in der Na¨he der Feldnulldurchga¨nge auftritt. Die Amplituden der Oszillationen werden kleiner,
da der Gesamtanteil an Doppelionisation immer gro¨ßer wird und Schwankungen der gleichen
Gro¨ße somit immer weniger ins Gewicht fallen. Das Verha¨ltnis bleibt zum Ende des Laserpulses
hin konstant bei etwa 3.9 bei paralleler und 5.7 bei senkrechter Orientierung. Der Unterschied
deutet auf eine unterschiedliche Sta¨rke zumindest eines der beiden Mechanismen bei A¨nderung
der molekularen Ausrichtung hin.
Um Schlussfolgerungen aus der relativen Sta¨rke zu ziehen, wird in Abbildung 5.22 die
Abha¨ngigkeit der Sta¨rken der verschiedenen Doppelionisationsmechanismen von der Intensita¨t
gezeigt. Dabei stehen die durchgezogenen Linien fu¨r den Fall paralleler und die gestrichelten fu¨r
den Fall senkrechter molekularer Orientierung. Die schwarzen Linien repra¨sentieren RESI, die
blauen die korrelierte Emission nach Ru¨ckstreuung und die gru¨nen die anderen Mechanismen.
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Abbildung 5.22: Nach Mechanismen aufgegliederte Doppelionisationswahrscheinlichkeiten: korrelierte
Emission (blaue Linien), RESI (schwarze Linien) und andere Mechanismen (gru¨ne
Linien) entsprechend Abbildung 5.20 als Funktion der Intensita¨t fu¨r die beiden mole-
kularen Ausrichtungen (parallel: durchgezogene Linien; senkrecht: gestrichelte Linien).
Das allgemeine Verhalten ist ein monotoner Anstieg aller Doppelionisationskurven. Eine Knie-
struktur in der Doppelionisation [37, 232] ist wie beim zylindrischen Modell nicht zu sehen, da
diese erst bei Intensita¨ten von I > 1015 W/cm2 auftritt.
Die Anteile aller Mechanismen außer RESI haben etwa die gleiche Sta¨rke fu¨r beide Orientie-
rungen. Dies la¨sst sich fu¨r die gleichzeitige Emission wie folgt erkla¨ren. Das Ionisationspotential
von H+2 ist etwas geringer bei senkrechter Ausrichtung, was Ionisation in paralleler Ausrichtung
bevorzugt. Allerdings ist im Fall senkrechter Ausrichtung die Elektronenverteilung senkrecht zur
Polarisationsachse etwas weiter ausgedehnt, da die Moleku¨lachse senkrecht zur Polarisationsach-
se ausgerichtet ist. Somit ist der Wirkungsquerschnitt der Ru¨ckstreuung in diesem Fall kleiner
als bei paralleler Moleku¨lausrichtung. Diese beiden Effekte gleichen sich etwa aus. Der Unter-
schied der Beitra¨ge im Bereich von 2×1014 bis 3×1014 W/cm2 konnte nicht detailliert aufgelo¨st
werden. Der Grund liegt aber in der Einfachionisation. Innerhalb der ersten drei Zyklen gibt es
keine signifikanten Unterschiede der Einfachionisationswahrscheinlichkeiten zwischen den beiden
Orientierungen. Danach ist Einfachionisation in paralleler Ausrichtung jedoch bevorzugt. Die-
se Unterschiede spiegeln sich in den Doppelionisationskurven wider. Bei Intensita¨ten außerhalb
dieses Bereichs tritt dieser Effekt nicht auf.
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Abbildung 5.23: Ionisationswahrscheinlichkeit in Abha¨ngigkeit von der Intensita¨t in beiden moleku-
laren Ausrichtungen fu¨r die Zusta¨nde des Zwei-Elektronen-H+2 -Modellmoleku¨ls, bei
denen sich ein Elektron im 1sσg- und ein Elektron im 2pσu-Orbital befindet.
Demgegenu¨ber gibt es signifikante Unterschiede bei RESI. Die entsprechenden Doppelioni-
sationsausbeuten sind um den Faktor 1.5 bis 2.5 gro¨ßer fu¨r parallele gegenu¨ber senkrechter Aus-
richtung. Wa¨hrend der Anregungsprozess wa¨hrend der Ru¨ckstreuung nicht wesentlich von der
Ausrichtung abha¨ngen sollte, ist ein Unterschied der Ionisation des H+2 -Ions bei verschiedenen
Ausrichtungen zu sehen. Abbildung 5.23 zeigt die Ionisationswahrscheinlichkeiten in Abha¨ngig-
keit von der Intensita¨t fu¨r die angeregten Zusta¨nde des Zweielektronen-H+2 -Modellmoleku¨ls in
beiden Orientierungen. Da die energetisch niedrigsten beiden angeregten Zusta¨nde entartet sind,
ist der Mittelwert der Ionisation aus beiden Zusta¨nden dargestellt. U¨ber den gesamten Inten-
sita¨tsbereich hinweg ist Ionisation aus den angeregten Zwei-Elektronen-H+2 -Zusta¨nden in paral-
leler gro¨ßer als bei senkrechter Ausrichtung. Der physikalische Hintergrund wurde bereits anhand
Abbildung 2.6 erla¨utert. Ein σu-Orbital ist antibindend. Bei der Ionisation mu¨ssen Beitra¨ge des
Elektronenwellenpaketes von beiden Kernen beru¨cksichtigt werden. Im Fall senkrechter Ausrich-
tung fu¨hrt die U¨berlagerung zu destruktiven Interferenzen, und bei paralleler Ausrichtung zu
konstruktiven Interferenzen, weshalb Ionisation in paralleler Ausrichtung bevorzugt ist. Da der
letzte Schritt von RESI Ionisation aus angeregten Zusta¨nden von H+2 ist, tritt dieser Prozess
ebenfalls bevorzugt bei paralleler gegenu¨ber senkrechter Ausrichtung auf.
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6 Zusammenfassung und Ausblick
Ziel dieser Arbeit war die Untersuchung der nichtsequentiellen Doppelionisation von Wasser-
stoffmoleku¨len in intensiven linear polarisierten Laserfeldern mit einer Wellenla¨nge von 800 nm
anhand numerischer Simulationen. Bei den betrachteten Intensita¨ten von 1014 bis 1015 W/cm2
ist es nicht mo¨glich, die Wechselwirkung der Elektronen mit dem Laserfeld im Rahmen sto¨rungs-
theoretischer Na¨herungen zu beschreiben. Andererseits ist eine ab-initio Lo¨sung der Zwei-Elek-
tronen-Schro¨dingergleichung in voller Dimensionalita¨t in absehbarer Zeit aufgrund des enorm
hohen rechentechnischen Aufwandes nicht mo¨glich. Deshalb wurde in dieser Arbeit eine neues
Modell mit reduzierten Dimensionen verwendet. Dabei wurde die Schwerpunktkoordinate der
beiden Elektronen auf die Richtung parallel zur Polarisationsachse des Laserfeldes beschra¨nkt,
deren Relativbewegung hingegen in voller Dimensionalita¨t belassen. Motiviert ist diese Na¨herung
durch die Eigenschaften der beiden fundamentalen Wechselwirkungen bei der Doppelionisation.
Die Wechselwirkung der Elektronen mit dem Laserfeld koppelt u¨ber die Schwerpunktkoordinate
an das System. Aufgrund der linearen Polarisation verla¨uft daher die Schwerpunktbewegung
im Wesentlichen in dieser Richtung. Hingegen besitzt die Elektron-Elektron-Wechselwirkung,
die durch die Relativkoordinate repra¨sentiert wird, keine ausgezeichnete Richtung. Das Modell
sollte daher die experimentellen Daten zumindest qualitativ richtig widerspiegeln.
Die Aussagekraft der innerhalb dieses Modells erhaltenen Ergebnisse wurde zuna¨chst anhand
der Bestimmung der energetisch niedrigsten drei Eigenzusta¨nde von H2 und bekannter spezieller
Eigenschaften der Einfachionisation getestet. Die Elektronenverteilungen der Eigenzusta¨nde lie-
ßen den Schluss zu, dass diese korrekt wiedergegeben werden. Einfachionisation trat in der Na¨he
der Feldmaxima versta¨rkt auf, was dem Bild der Tunnelionisation entspricht. Weiterhin konnte
nachgewiesen werden, dass Einfachionisation vorzugsweise u¨ber einen ionischen H+H−-Zustand
erfolgt, was auch in anderen numerischen Simulationen bereits beobachtet wurde. Somit repro-
duziert das Modell sowohl Ein- als auch Zweielektroneneffekte in der Einfachionisation korrekt.
Die Untersuchung der Doppelionisationsmechanismen erfolgte anhand von Zeitserien von
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten. Damit konnte die korrelierte Bewegung beider Elektro-
nen zeitaufgelo¨st analysiert werden. Anhand des zeitlichen Auftretens und der spezifischen Elek-
tronendynamik wurden zuna¨chst zwei Doppelionisationsmechanismen identifiziert und charakte-
risiert. Anhand zusa¨tzlicher Rechnungen mit zeitabha¨ngigen Absorbern wurde gezeigt, dass der
Ru¨ckstreuprozess integraler Bestandteil beider Mechanismen ist. Die Analyse der numerischen
Ergebnisse ergaben eindeutig, dass die korrelierte gleichzeitige Emission nach Ru¨ckstreuung und
die Ru¨ckstreuung samt Anregung des im Ion verbleibenden Elektrons und anschließender Feld-
ionisation (RESI) die beiden hauptverantwortlichen Mechanismen fu¨r die Doppelionisation in
H2 bei den hier betrachteten Laserparametern sind. Dieser Nachweis konnte hiermit erstmals
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im Rahmen einer numerischen Integration der Schro¨dingergleichung erbracht werden. Zusa¨tz-
lich konnten Interferenzstrukturen in den Doppelionisationsverteilungen identifiziert werden. Die
Ursache hierfu¨r liegt in der U¨berlagerung von Wellenpaketen von Elektronen mit langen und
kurzen Trajektorien innerhalb des Ru¨ckstreuprozesses.
Im zweiten Teil der Arbeit wurde ein quantitativer Vergleich der Doppelionisationsmecha-
nismen in Abha¨ngigkeit von der molekularen Orientierung vorgenommen. Es wurden die zwei
Orientierungen der Kerne parallel bzw. senkrecht zur Polarisationsachse ausgewa¨hlt. Fu¨r die
numerischen Simulationen musste das Zweielektronenmodell leicht modifiziert werden. Die Re-
lativbewegung wurde auf eine Ebene, die die Polarisationsachse entha¨lt, beschra¨nkt. Obwohl die
Elektron-Elektron-Wechselwirkung innerhalb dieses Modells beschra¨nkt ist, reproduziert dieses
Modell die Zwei-Elektronen-Dynamik qualitativ korrekt, da auch hier Elektronenbewegungen
sowohl parallel als auch senkrecht zur Polarisationsachse mo¨glich sind.
Nach der Charakterisierung des Modells anhand der Eigenzusta¨nde und der Einfachionisa-
tionseigenschaften erfolgte auch hier zuna¨chst die Analyse der Doppelionisationsmechanismen.
Dabei konnten zusa¨tzlich zu den oben besprochenen Mechanismen noch zwei weitere identifiziert
werden. Mo¨gliche Prozesse sind der Zerfall doppelt angeregter Zusta¨nde nach Ru¨ckstreuung und
die korrelierte Emission nach Ru¨ckstreuung mit großem Stoßparameter. Beide sind in der Li-
teratur bisher nicht diskutiert worden. Mit Hilfe zusa¨tzlicher Rechnungen mit zeitabha¨ngigen
Absorbern konnte auch hier der Ru¨ckstreumechanismus als Bestandteil aller Doppelionisations-
prozesse bestimmt werden.
Die in dieser Arbeit verwendeten Modelle zeigen deutlich, dass sich die Doppelionisations-
mechanismen in der Elektronendynamik senkrecht zur Polarisationsachse des Laserfeldes un-
terscheiden. Wa¨hrend sich die Elektronen bei der gleichzeitigen Emission in dieser Richtung
sehr schnell voneinander entfernen, bewegen sich die durch RESI emittierten Elektronen ent-
lang der Polarisationsachse und somit bei kleinen transversalen Absta¨nden. Die beiden anderen
Prozesse sind durch Elektronenabsta¨nde von etwa 10 bis 15 a.u. in dieser Richtung charakteri-
siert. Somit ist es mo¨glich, die verschiedenen Anteile zu separieren und einzeln zu untersuchen.
Dies war in fru¨heren Modellen, in denen die Elektronenbewegung eindimensional (entlang der
Polarisationsachse) beschrieben wird, nicht mo¨glich und unterstreicht die Bedeutung der trans-
versalen Koordinate. Die quantitative Analyse ergab, dass die Sta¨rke der korrelierten Emission
nach Ru¨ckstreuung in den beiden betrachteten molekularen Orientierungen gleich war, wohin-
gegen RESI bevorzugt in paralleler Richtung auftrat. Letzteres konnte auf das unterschiedliche
Ionisationsverhalten aus σu-Zusta¨nden von H
+
2 zuru¨ckgefu¨hrt werden.
Eine weitergehende Analyse insbesondere der beiden neu entdeckten Doppelionisationsme-
chanismen scheint innerhalb des in dieser Arbeit verwendeten Modells ohne einen erheblichen
numerischen Mehraufwand nicht mo¨glich, da die genaue Anregungsdynamik bzw. die Energie-
aufteilung bei der Ru¨ckstreuung nicht aufgeschlu¨sselt werden kann. Somit sind Analysen im
Rahmen anderer theoretische Methoden (z.B. S-Matrix-Berechnungen) zur detaillierten Cha-
rakterisierung notwendig.
Die hier verwendeten Modelle beschra¨nken die Bewegung des Elektronenschwerpunktes auf
eine Dimension. Damit wird indirekt u¨ber die Terme der Elektron-Kern-Wechselwirkung auch
die Relativbewegung der Elektronen beeinflusst. So ist z.B. nur eine symmetrische Bewegung
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der Elektronen in transversaler Richtung mo¨glich und die Bewegung weit voneinander entfernter
Elektronen wird ebenfalls durch die Schwerpunktbeschra¨nkung beeinflusst. Um dieses Problem
im Rahmen von ab-initio-Modellrechnungen zu u¨berwinden, bedarf es eines Elektronenmodells
mit mindestens vier Dimensionen. In diesem Fall ließe sich das planare H2-Moleku¨l ohne Ein-
schra¨nkung der Elektronenbewegung analysieren. Zudem wa¨ren Berechnungen mit elliptisch
polarisiertem Laserfeldern mo¨glich. Mit einer zusa¨tzlichen Dimension erho¨ht sich die Rechenzeit
etwa um einen Faktor, der der Anzahl der Gitterpunkte in dieser Dimension entspricht. Das
la¨sst sich aber nur auf einem leistungsstarken Parallelcomputer in vertretbarer Zeit simulieren.
Die Interpretation von ab-initio-Lo¨sungen der Schro¨dingergleichung ist limitiert. Im Prinzip
entha¨lt die Wellenfunktion alle Informationen zu jeder Zeit. Zur korrekten Bestimmung von
Ionisations- und Anregungswahrscheinlichkeiten mu¨ssen allerdings die Eigenzusta¨nde des Mo-
leku¨ls und des Ions im Laserfeld (fu¨r jede Feldamplitude separat) bekannt sein. Deren Bestim-
mung, Tabellierung und Verarbeitung liegt aber jenseits der rechentechnischen Mo¨glichkeiten.
Hier muss daher mit alternativen theoretischen Ansa¨tzen gearbeitet werden.
In [216] wurde gezeigt, dass die Bewegung der Kerne einen Einfluss auf die Doppelionisati-
on hat. Die Sta¨rke der dort gezeigten Doppelionisationsmechanismen ha¨ngt vom internuklearen
Abstand ab. Somit beeinflussen auch vibronische Anregungen die Doppelionisation. Im Rahmen
dieser Arbeit stand die Identifikation und Charakterisierung der Mechanismen sowie allgemeine
Aussagen zu deren relativen Sta¨rke in Abha¨ngigkeit von der molekularen Orientierung im Mittel-
punkt. Fu¨r Aussagen zu relativen Sta¨rken der Prozesse untereinander sollte aber der Einfluss der
Kernbewegung beru¨cksichtigt werden. Zur Vermeidung eines wesentlich gro¨ßeren numerischen
Aufwandes wa¨re es dabei zuna¨chst mo¨glich, die Bewegung der Kerne klassisch zu beschreiben,
so dass nur die Newtongleichung fu¨r die Kernbewegung gelo¨st werden mu¨sste.
Weitere in dieser Arbeit nicht behandelte, aber verwandte Probleme sind die Abha¨ngigkeit
der Sta¨rke der verschiedenen Doppelionisationsmechanismen bei Laserfeldern mit zwei oder mehr
Wellenla¨ngen, die Betrachtung von Einfach- und Doppelionisation bei großen internuklearen
Absta¨nden (etwa Rk = 4 bis 6 a.u.), bei denen die Ionisation von H
+
2 erho¨ht ist (charge-resonant
enhanced ionization) und die Doppelionisation mit einem angeregten H2-Zustand.
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Anhang A Atomare Einheiten
Dieser Abschnitt gibt einen kurzen U¨berblick u¨ber die atomaren Einheiten (Einheit 1 a.u.),
die in der Regel in der Atom- und Moleku¨lphysik und auch in dieser Arbeit verwendet werden,
sowie die wichtigsten Umrechnungen von atomaren Einheiten in SI-Einheiten.
Definition der atomaren Einheiten:
h¯ = 1 a.u. = 1.05457 × 10−34 kgm
2
s
(A.1)
me = 1 a.u. = 9.10939 × 10−31 kg (A.2)
e = 1 a.u. = 1.60218 × 10−19 As (A.3)
c = 137.036 a.u. = 2.99792 × 108 m
s
(A.4)
Weitere wichtige Gro¨ßen in atomaren Einheiten:
Zeit: 1 a.u. = 2.41888 × 10−2 fs (A.5)
Ort: 1 a.u. = 5.29177 × 10−2 nm (A.6)
Geschwindigkeit: 1 a.u. = 2.188 × 106 m
s
(A.7)
Energie: 1 a.u. = 27.211 eV (A.8)
Elektrische Feldsta¨rke: 1 a.u. = 5.1427 × 109 V
cm
(A.9)
Frequenz: 1 a.u. = 4.1341 × 1016 1
s
(A.10)
Dielektrizita¨tskonstante ǫ0:
1
4π a.u. = 8.8542 × 10−12
As
Vm
(A.11)
Masse eines Nukleons: 1836 a.u. (A.12)
Wichtige Umrechnungen:
• Frequenz (a.u.) in Wellenla¨nge (nm):
ω = X a.u. (A.13)
λ =:
2πc
ω
=
45.5896
X
nm (A.14)
• Elektrische Feldsta¨rke (a.u.) in Intensita¨t (W/cm2):
E0 = X a.u. (A.15)
I =:
ǫ0cE
2
0
2
= X2 · 3.5101 · 1016 W
cm2
(A.16)
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• Energie:
1 a.u.[Energie] = 4.3597 × 10−18 J (A.17)
= 4.8509 × 10−35 kg (A.18)
= 2.1947 × 105 1
cm
(A.19)
= 6.5797 × 1015 Hz (A.20)
= 3.1577 × 105 K (A.21)
= 27.211 eV (A.22)
= 2.9213 × 10−8 u (A.23)
= 1 Hartree (A.24)
= 2 Rydberg (A.25)
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Anhang B Zeitskalen im Wasserstoffmoleku¨l
In diesem Anhang werden die verschiedenen charakteristischen Energien und Zeitskalen des
Wasserstoffmoleku¨ls abgescha¨tzt [235]. Der Gleichgewichtsabstand des Wasserstoffmoleku¨ls ist
Rk = 1.4 a.u. [227]. Somit ist auch die Ausdehnung der Elektronenhu¨lle etwa
〈r〉 = Rk. (B.1)
Mit Hilfe der Unscha¨rferelation la¨sst sich der Impuls
p =
1
〈r〉 (B.2)
abscha¨tzen. Unter Verwendung des Virialtheorems fu¨r coulombartige (−1
r
) Potentiale
2 〈Te〉 = −〈Ve〉 (B.3)
folgt fu¨r die Bindungsenergie des Elektrons
Ee = 〈Te〉+ 〈Ve〉 ≈ 1
2 〈r〉2 ≈ 7 eV. (B.4)
Die tatsa¨chliche Bindungsenergie ist etwa um den Faktor zwei gro¨ßer.
Die Atome sind im Moleku¨l durch die Elektronen aneinander gebunden. Somit muss auf die
Kerne eine Kraft in gleicher Gro¨ßenordnung wie auf die Elektronen aber mit entgegengesetztem
Vorzeichen wirken. Angenommen, die Kraft ist harmonisch
F = −kR, (B.5)
so ergibt sich eine Schwingungsfrequenz der Kerne von etwa
ωk =
√
k
µ
, (B.6)
wobei µ in der Gro¨ßenordnung der Kernmasse (1836 a.u.) liegt. Aus dem Vergleich mit der
Eigenfrequenz der Elektronen
ωe =
√
k, (B.7)
erha¨lt man die Schwingungsenergie der Kerne
Ek,vib ≈ 0.2 eV, (B.8)
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was einer Schwingungsperiode von etwa 10 fs entspricht. Die ku¨rzeste Schwingungsperiode in
H2 betra¨gt etwa 7.6 fs [236] und ist somit etwa so lang wie ein Drei-Zyklen-Laserpuls mit einer
Wellenla¨nge von 800 nm.
Die Rotationsenergie eines sich im ersten angeregten Rotationszustand um die Achse senk-
recht zur Moleku¨lachse drehenden Wasserstoffmoleku¨ls mit dem Tra¨gheitsmoment im Grundzu-
stand
I0 = µR
2
k ≈ µ 〈r〉2 (B.9)
ist
Ek,rot =
1
2µR2k
≈ 1
2µ 〈r〉2 =
1
µ
Ee ≈ 0.004 eV. (B.10)
Die tatsa¨chliche Rotationsperiode eines Wasserstoffmoleku¨ls mit dem Gesamtdrehimpuls J = 1
betra¨gt etwa 190 fs [237] und damit um mehr als eine Gro¨ßenordnung gro¨ßer als die kleinste
Schwingungsperiode.
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Anhang C Klassisches Elektron im
oszillierenden elektrischen Feld
Wird ein Elektron durch Wechselwirkung mit einem starken Laserfeld aus einem Atom oder
Moleku¨l emittiert, bewegt es sich anschließend in einem Potential bestehend aus der Wechselwir-
kung mit dem oszillierenden Laserfeld und der Coulombwechselwirkung mit dem verbleibenden
Ion. Bei großen Absta¨nden zum Ion kann man den Beitrag der Coulombwechselwirkung ver-
nachla¨ssigen. In diesem Fall ist die klassische Beschreibung der Elektron-Feld-Wechselwirkung
a¨quivalent zur quantenmechanischen Beschreibung. Einige bekannte Folgerungen aus der klas-
sischen Beschreibungsweise werden hier vorgestellt.
Ein klassisches Elektron in einem linear polarisierten elektrischen Feld (Frequenz ω2π , Feldam-
plitude E0, Phase ϕ und Polarisation in x-Richtung) genu¨gt der Bewegungsgleichung
x¨(t) = −E0 sin (ωt+ ϕ). (C.1)
In Modellen der Tunnelionisation wird angenommen, dass das Elektron nach dem Tunneln kei-
nerlei kinetische Energie hat. Definiert man den Koordinatenursprung als Startpunkt des Elek-
trons direkt nach dessen Emission, folgen die Anfangsbedingungen
x˙(0) = 0, (C.2)
x(0) = 0, (C.3)
und somit als Lo¨sung der Bewegungsgleichung
x(t) =
E0
ω2
(sin (ωt+ ϕ)− ωt cosϕ− sinϕ) , (C.4)
x˙(t) =
E0
ω
(cos (ωt+ ϕ)− cosϕ) . (C.5)
Mit diesem klassischen Modell ko¨nnen Abscha¨tzungen zur Ru¨ckstreuung gemacht werden. Wie
in Abschnitt 2.4 dargestellt, kann das Elektron durch das oszillierende Laserfeld zum Ion zuru¨ck-
getrieben werden. Damit das Elektron wieder zu x = 0 mit einer Energie gro¨ßer als Null zuru¨ck-
kehrt, muss die Trajektorie Umkehrpunkte besitzen. Außerdem muss der zweite Umkehrpunkt
relativ zum Ion auf der anderen Seite liegen. Das bedeutet mathematisch, dass die beiden Um-
kehrpunkte unterschiedliche Vorzeichen haben. Die Bedingungen fu¨r Extrema lauten
x˙(t) = 0, (C.6)
x¨(t) 6= 0. (C.7)
125
Die erste Bedingung fu¨hrt zu
cos (ϕ) = cos (ωt+ ϕ) (C.8)
und damit zu
t1 = −2ϕ
ω
, (C.9)
t2 =
2π
ω
, (C.10)
und die zweite bedeutet
0 6= sin (ωt + ϕ) (C.11)
und damit
ϕ 6= nπ − ωt (C.12)
mit einer natu¨rlichen Zahl n. Somit ko¨nnen die Umkehrpunkte des Elektrons im Laserfeld be-
rechnet werden. Der erste Umkehrpunkt liegt bei
x(t1) =
2E0
ω2
(ϕ cosϕ− sinϕ) (C.13)
und der zweite bei
x(t2) = −2πE0
ω2
cosϕ. (C.14)
Damit die beiden Extrema unterschiedliche Vorzeichen haben, muss
−π
2
< ϕ < 0 oder (C.15)
π
2
< ϕ < π (C.16)
gelten. Das heißt, nur Emission in einem bestimmten Zeitintervall kann u¨berhaupt zur Ru¨ckstreu-
ung beitragen. Der Einfachheit halber werden hier nur solche ϕ betrachtet, bei denen sich das
Elektron bis zur ersten Ru¨ckkehr im Halbraum x > 0 bewegt. Der Zeitpunkt der Ru¨ckkehr zu
x = 0 ist durch
0 = sin (ωt+ ϕ)− ωt cosϕ− sinϕ (C.17)
bestimmt.
Interessant ist nun der Fall (Zeit, Phase), bei dem das Elektron mit maximaler Geschwin-
digkeit/Energie zum Ursprung zuru¨ckkehrt. Dazu muss Gleichung (C.5) nach ϕ abgeleitet und
gleich Null gesetzt werden, d.h.
dx˙(t)
dϕ
= 0 =
E0
ω
(
− sin (ωt + ϕ) + sinϕ− ω sin (ωt+ ϕ) dt
dϕ
)
. (C.18)
Die Ableitung dtdϕ la¨sst sich aus Gleichung (C.17) bestimmen als (implizite Ableitung)
dt
dϕ
= − 1
ω
− t sinϕ
cos (ωt + ϕ)− cosϕ. (C.19)
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Die Gleichungen (C.17)-(C.19) mu¨ssen nun numerisch gelo¨st werden. Es ergeben sich folgende
Werte:
tmax =
4.0716
ω
, (C.20)
ϕmax = −1.254. (C.21)
Unter Benutzung von Gleichung (C.5) ergibt sich eine maximale Energie von
Emax =
x˙(tmax)
2
2
=
E20
2ω2
(cos (ωtmax + ϕmax)− cosϕmax)2 = 0.793E
2
0
ω2
. (C.22)
Der Vergleich mit dem ponderomotiven Potential des Elektrons
Up := 〈Ekin〉 = 1
T
∫ t0+T
t0
x˙(t)2
2
dt =
E20
4ω2
(C.23)
ergibt das bekannte Verha¨ltnis [68]
Emax
Up
= 3.17. (C.24)
Der so genannte Quiverradius ist die maximale Auslenkung des Elektrons im oszillierenden
elektrischen Feld. Er ist nach Gleichung (C.4), wobei nur der oszillierende Teil zu betrachten ist,
rquiver =
E0
ω2
. (C.25)
Die maximale Driftenergie eines Elektrons la¨sst sich leicht aus Gleichung (C.5) ablesen.
Der erste Term innerhalb der Klammer beschreibt den oszillierenden Anteil, der zweite den
Driftanteil. cosϕ wird maximal ±1 fu¨r
ϕ = nπ. (C.26)
Somit ergibt sich als maximale Driftenergie
Edrift,max =
E20
2ω2
= 2Up. (C.27)
Elektronenenergiespektren zeigen neben einem exponentiellen Abfall (cutoff) bei 2Up noch
einen weiteren Abfall bei deutlich gro¨ßeren Energien [178]. Die Erkla¨rung liefert folgendes Mo-
dell. Das Elektron wird mit den Anfangsbedingungen (C.6) und (C.7) emittiert, im elektrischen
Feld beschleunigt, kehrt zum Ursprung zuru¨ck und wird am Ion elastisch gestreut. Es ist klar,
dass die Ru¨ckstreuung zur gro¨ßten Driftenergie fu¨hrt. Die resultierenden Bewegungsgleichun-
gen mu¨ssen etwas modifiziert werden. Fu¨r das Zeitintervall von der Emission (t = 0) bis zum
elastischen Stoß (t = t1) gilt die Gleichung (C.4). Der Impuls zur Stoßzeit ist dann
x˙Stoß = x˙(t1) =
E0
ω
(cos (ωt1 + ϕ)− cosϕ) . (C.28)
Die Zeit t1 ist wie in Gleichung (C.17) durch
0 = sin (ωt1 + ϕ)− ωt1 cosϕ− sinϕ (C.29)
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zu bestimmen. Die Bewegungsgleichung nach dem Stoß folgt durch Integration von (C.1) mit
der neuen Anfangsbedingung
x˙′(t1) = −x˙Stoß. (C.30)
Die neue Lo¨sung der Bewegungsgleichung lautet dann
x˙′(t) =
E0
ω
(cos (ωt+ ϕ) + cosϕ− 2 cos (ωt1 + ϕ)) . (C.31)
Nun soll die Driftgeschwindigkeit
x˙′drift =
E0
ω
(cosϕ− 2 cos (ωt1 + ϕ)) (C.32)
maximal werden. Dazu muss sie nach ϕ abgeleitet und gleich Null gesetzt werden. Das fu¨hrt zu
dx˙′drift
dϕ
= 0 =
E0
ω
(
2 sin (ωt1 + ϕ)− sinϕ+ 2ω sin (ωt1 + ϕ)dt1
dϕ
)
. (C.33)
Die Ableitung im letzten Term muss wiederum implizit ausgefu¨hrt werden und ist analog zu
(C.19). Die numerische Auswertung ergibt
tmax =
4.306
ω
, (C.34)
ϕmax = −1.310, (C.35)
was zu einer maximalen Driftenergie von
Edrift,max = 10.008Up (C.36)
fu¨hrt [179].
Ein weiterer interessanter Aspekt betrifft den Fall, in dem das emittierte Elektron nicht am
eigenen Ion, sondern an einem anderen Atom oder Moleku¨l elastisch gestreut wird. Die maximale
Driftenergie fu¨r dieses Ereignis la¨sst sich unmittelbar aus Gleichung (C.5) ablesen. Unabha¨ngig
von der Anfangsbedingung folgt die maximale Driftgeschwindigkeit bei einer Phase
ϕ = 0. (C.37)
Diese ist
|x˙drift,max| = E0
ω
+ x˙0, (C.38)
wenn die Anfangsgeschwindigkeit positiv ist. Den maximalen Impuls, den ein Elektron in einem
elektrischen Feld gema¨ß Gleichung (C.1) annehmen kann, ist
|x˙max| = 2E0
ω
+ x˙0. (C.39)
Bei einer Phase von
ϕ = 0 (C.40)
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wird diese Geschwindigkeit exakt beim folgenden Feldnulldurchgang
t =
π
ω
(C.41)
erreicht. Streut das Elektron exakt zu diesem Zeitpunkt an einem anderen Atom oder Moleku¨l
elastisch in die entgegengesetzte Richtung, so erha¨lt es zusa¨tzlich die Driftgeschwindigkeit aus
(C.38), also insgesamt
x˙drift,max =
3E0
ω
, (C.42)
was einer maximalen Driftenergie von
Edrift,max = 18Up (C.43)
entspricht (fu¨r einen Teil der Herleitung siehe [238]).
Experimentellen Laserpulsen ist immer eine Einhu¨llende u¨berlagert. Insbesondere bei sehr
kurzen Pulsen stimmen die hier genannten Energien und insbesondere die maximale Ru¨ckkehr-
energie nicht mehr. Diese mu¨ssen je nach Art der Einhu¨llenden numerisch bestimmt werden. Ein
theoretisch interessanter Fall soll jedoch noch betrachtet werden. In der Theorie werden ha¨ufig
Rampenpulse benutzt. Diese haben die Form
E(t) = E0f(t) sin (ωt). (C.44)
mit der einhu¨llenden Funktion
f(t) =


ω
2πn1
t : 0 ≤ t < t1
1 : t1 ≤ t ≤ t2
ω
2πn2
(
tend − t
)
: t2 < t ≤ tend
(C.45)
und
t1 =
2πn1
ω
, (C.46)
t2 =
2π(n− n2)
ω
(C.47)
sowie
tend =
2πn
ω
. (C.48)
Dabei bezeichnen n, n1 und n2 die Gesamtzahl der Laserzyklen sowie die Zahl der Zyklen
(jeweils natu¨rliche Zahlen) wa¨hrend des Anschalt- bzw. Abschaltvorgangs. Wird das Elektron
innerhalb des Bereichs konstanter Einhu¨llender emittiert, so hat es, wenn der Laser unendlich
lange angeschaltet bleibt, nach Gleichung (C.5) einen Driftimpuls von
pdrift = −E0
ω
cosϕ. (C.49)
Wird das oszillierende Feld zusa¨tzlich von einer abfallenden Rampe u¨berlagert, so ist der Drift-
impuls ebenfalls
pdrift = −E0
ω
cosϕ, (C.50)
129
denn
−E0
∫ 2pin2
ω
0
sin (ωt+ ϕ) ·
(
1− ωt
2πn2
)
dt = −E0
ω
cosϕ. (C.51)
Wa¨hlt man stattdessen eine gaußartige Pulsform
f(t) = e−λt (C.52)
mit
λ > 0, (C.53)
so ergibt sich analog ein Driftimpuls (t→∞) von
pdrift = −E0ω cosϕ+ λ sinϕ
λ2 + ω2
. (C.54)
Im Falle eines sehr langsamen Abschaltens (λ→ 0) ergibt sich ebenfalls Relation (C.49). Somit
ko¨nnen Elektronenspektren schon am Ende des Plateaus ausgewertet werden, was den numeri-
schen Aufwand etwas einschra¨nkt.
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Anhang D Nonlinear Processes in Strong
Fields Library (NPSFLIB)
Dieses Kapitel beschreibt die Grundlagen des in der Arbeitsgruppe entwickelten Programm-
pakets NPSFLIB (Nonlinear Processes in Strong Fields Library).
Viele Probleme in der Wechselwirkung von Atomen und Moleku¨len in intensiven Laserfeldern
lassen sich durch einen Hamiltonoperator der Struktur
H =
∑
i
Ai(i, x)
∂2
∂i2
+Bi(i, x)
∂
∂i
+ V (i, x), (D.1)
parametrisieren. Dabei bezeichnet i die aktuelle Koordinate und x alle anderen. Wie in Kapitel 3
beschrieben wurde, lassen sich Schro¨dingergleichungen mit diesen Hamiltonoperatoren beispiels-
weise mit dem Crank-Nicholson-Verfahren lo¨sen. Da alle diese Probleme die gleiche Struktur an
Eingabe- und Ausgabedaten hatten, lag es nahe, ein Programmpaket zu entwickeln, das die zur
Propagation sowie zur Ein- und Ausgabe beno¨tigten Routinen umfasst, so dass vom Benutzer
nur noch einige Parameter entsprechend des Problems angepasst werden mu¨ssen. Die wichtigsten
Teile des Pakets sind:
Wavefunction.h
Die Klasse definiert neben den eigentlichen Wellenfunktionen auch die Orts- und Impulsra¨ume
sowie einige Routinen, die direkt mit den Wellenfunktionen zusammenha¨ngen.
Laser.h
In dieser Klasse werden die Laserpulse bereitgestellt. Neben Parametern wie Wellenla¨nge, Puls-
la¨nge, Pulsform, Phase und Elliptizita¨t ko¨nnen auch verschiedene Pulse u¨berlagert und experi-
mentelle Pulse eingelesen werden.
Potentials.h
Je nach Art des Problems werden hier die Parameter Ai, Bi und Vi aus Gleichung (D.1) festgelegt.
Utils.h
Das Herzstu¨ck des Programmpakets umfasst im Wesentlichen die Routinen, die zur numerischen
Propagation der Wellenfunktion no¨tig sind.
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<Geometry>.h
Fu¨r verschiedene Geometrien (kartesisch, zylindrisch) sind hier alle relevanten Routinen zur
Ein- und Ausgabe zusammengefasst. Alle mo¨glichen Erwartungswerte, ein- und zweidimensionale
Wahrscheinlichkeitsverteilungen im Orts- und Impulsraum, Projektionen auf definierte Zusta¨nde
und Ableitungen von Wellenfunktionen ko¨nnen beispielsweise hiermit berechnet werden.
Parameter.h
Diese Klasse erlaubt es, Parameter aller Art zu definieren, die dann in einer Konfigurationsdatei
zum entsprechenden Problem gesetzt werden ko¨nnen.
Somit stellt NPSFLIB ein Werkzeug dar, das viele relevante Probleme im Rahmen der Wech-
selwirkung von Atomen und Moleku¨len mit Laserfeldern numerisch umsetzbar macht. Die vor-
liegende Arbeit stellt gleichzeitig eine Grundlage als auch ein Resultat dieses Programmpaketes
dar. Wesentliche Bestandteile des Paketes wie etwa die Parametrisierung der Probleme in der
Form (D.1) und deren Umsetzung mit dem Crank-Nicholson-Algorithmus haben sich aus der
Programmentwicklung fu¨r die Analyse im Rahmen des zylindrischen H2-Moleku¨lmodells erge-
ben. Fu¨r die Rechnungen innerhalb des planaren Modells wurde das mit anderen Mitarbeitern
der Gruppe gemeinsam entwickelte Gesamtpaket genutzt.
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